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1 Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
Îïðåäåëåíèå. Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n íàä
ïîëåì R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òðîéêà (An;Vn;  ),
ñîñòîÿùàÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà An, ýëåìåíòû êîòîðîãî
íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn è îòîá-
ðàæåíèÿ  : An  An ! Vn, îòíîñÿùåãî óïîðÿäî÷åííîé ïàðå
òî÷åê fA;Bg ìíîæåñòâà An íåêîòîðûé âåêòîð èç Vn, îáî-
çíà÷àåìûé
 !
AB, òàêîãî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå àê-
ñèîìû:
1: Äëÿ ëþáûõ A 2 An è v 2 Vn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà B òàêàÿ, ÷òî
 !
AB = v.
2:
 !
AB +
  !
BC =
 !
AC äëÿ ëþáûõ A;B;C 2 A (ðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îäèí ñèìâîë An. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Vn íàçûâàåòñÿ
àññîöèèðîâàííûì ñ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì An. Â ñèòóàöèè
ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû 1 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð v =
 !
AB
îòëîæåí îò òî÷êè A. Ïðè ðàññìîòðåíèè n-ìåðíîãî àôôèííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü è äðóãóþ òåðìèíîëîãèþ,
ïðèíÿòóþ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Èç îïðåäåëåíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñëå-
äóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ:
1)
 !
AA = 0; 2)
 !
AB =   !BA.
Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà 2 ñíà÷àëà ïðè B = C = A, à çàòåì ïðè C = A.
Ïðèìåðû.
1. Ïóñòü Vn  ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-
íîñòè n. Ïîëîæèì
 : Vn Vn 3 fa;bg 7 ! b  a 2 Vn:
3
Òðîéêà (Vn;Vn;  ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì.
2. Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ àðèôìåòè÷åñêîå (÷èñëîâîå) âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîëó÷èì àðèôìåòè÷åñêîå àôôèííîå ïðîñò-
ðàíñòâî (Rn;Rn;  ), îáîçíà÷àåìîå äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî Rn.
1.1 Ïëîñêîñòè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Lm  Vn (0 6 m 6 n)  ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn, àññîöèèðîâàííîì ñ àô-
ôèííûì ïðîñòðàíñòâîì An. Ïëîñêîñòüþ ðàçìåðíîñòè m (m-
ïëîñêîñòüþ) â An ñ íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì Lm, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïîäìíîæå-
ñòâî â An:
 = fM 2 An j    !M0M 2 Lmg: (1)
Îáîçíà÷àòüm-ïëîñêîñòü, îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèåì (1), áó-
äåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: fM0;Lmg.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü çàäàíà m-ïëîñêîñòü  = fM0;Lmg è
M1 2 . Òîãäà fM1;Lmg = fM0;Lmg, ò. å. m-ïëîñêîñòü  ñ íà-
ïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì Lm îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ëþáîé ñâîåé òî÷êîé.
M0
M
M1
Ðèñ. 1.
M0
A
B
Ðèñ. 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó
   !
M0M1 2 Lm è (Vn;+)  ãðóïïà
ïî ñëîæåíèþ, òî
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M 2 fM1;Lmg ()    !M1M 2 Lm ()    !M0M1+   !M1M 2 Lm ()
()    !M0M 2 Lm () M 2 fM0;Lmg:

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü  = fM0;Lmg  m-ïëîñêîñòü â àôôèí-
íîì ïðîñòðàíñòâå (An;Vn;  ) è   =  j   :    ! Vn 
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ  íà   . Òîãäà
1)  (  )  Lm è, ñëåäîâàòåëüíî,   :    ! Lm .
2) Òðîéêà (;Lm;  )  àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-
ñòè m.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè A;B 2 , òî   !M0A;  !M0B 2 Lm è,
ñëåäîâàòåëüíî,
 !
AB =
  !
M0B    !M0A 2 Lm.
2) Ïóñòü A 2  è v 2 Lm. Òîãäà ñóùåñòâóåò (ïî àêñèî-
ìå 1) åäèíñòâåííàÿ òî÷êà B 2 An òàêàÿ, ÷òî  !AB = v. Íî  !
M0B =
  !
M0A +
 !
AB 2 Lm è, ñëåäîâàòåëüíî, B 2 . Òàêèì îá-
ðàçîì, àêñèîìà 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ . Àêñèîìà 2 âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè , ïîñêîëüêó îíà âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An. 
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî   An òàêîå, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîãî Lm  Vn òðîéêà (;Lm;  ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, íàçûâàåòñÿ m-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â An.
Èç äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî m-ìåðíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè âAn ÿâëÿþòñÿm-ïëîñêîñòè ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è òîëüêî îíè.
Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè m-ïëîñêîñòè ðàçìåðíîñòü m ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ m = 0; 1; : : : ; n. Ïðè ýòîì, 0-ïëîñêîñòü â An
(0-ìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî)  ýòî òî÷êà, 1-ïëîñêîñòü
íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, (n   1)-ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ, n-ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì An.
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Ñïîñîáû çàäàíèÿ m-ïëîñêîñòåé.
Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê çàäàíî ïîäïðîñòðàíñòâî Lm  Vn,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà çàäàíèÿm-ïëîñêîñòè
 = fM0;Lmg.
1. Ïóñòü Lm = Lfa1; : : : ; amg, ãäå fa1; : : : ; amg  áàçèñ â Lm,
r  ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M 2 An, à r0  ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè
M0. Òîãäà
M 2 fM0;Lmg ()    !M0M = ta () r  r0 = ta;
ãäå  = 1; : : : ;m. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå m-
ïëîñêîñòè
r = r0 + t
a; (2)
ãäå t1, . . . , tm  âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, ïðèíèìàþùèå ïðîèç-
âîëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå An çàäàíà àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò, îïðåäåëÿåìàÿ ðåïåðîì fO; eig, i = 1; : : : ; n. Òîãäà óðàâíåíèå
(2) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé
xi = xi0 + t
ai; (3)
ãäå a = a
i
ei, êîòîðàÿ â ìàòðè÷íîé çàïèñè èìååò âèä0BBB@
x1
x2
...
xn
1CCCA =
0BBB@
x10
x20
...
xn0
1CCCA + t1
0BBB@
a11
a21
...
an1
1CCCA + : : : + tm
0BBB@
a1m
a2m
...
anm
1CCCA : (30)
Óðàâíåíèÿ (2) è (3) íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè m-ïëîñêîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, ïðÿìàÿ ` ïðîñòðàíñòâàAn çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
r = r0 + ta () xi = xi0 + tai: (4)
Âåêòîð a íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé `.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò m-ïëîñêîñòè , èìå-
þùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (2), òî åå ðàäèóñ-âåêòîð rM
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ rM = r0 + t

Ma. Ïðè ýòîì ÷èñëà
ftMg ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â àôôèííîì ïðîñòðàí-
ñòâå  îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fM0; ag. Ýòè êîîðäèíàòû ftMg íà-
çûâàþòñÿ âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M .
2. Ïóñòü Ann(Lm) = Lfeb1; : : : ; ebn mg  àííóëÿòîð ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Lm, çàäàííûé êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñâîåãî áàçèñà
febag, a = 1; : : : ; n m. Òîãäà M 2 fM0;Lmg òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà eba(r  r0) = 0; a = 1; : : : ; n m: (5)
Ïóñòü eba = baiei, ãäå feig, i = 1; : : : ; n,  áàçèñ â Vn, ñîïðÿ-
æåííûé áàçèñó feig. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé:
bai (x
i   xi0) = 0; a = 1; : : : ; n m: (6)
Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â (6), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
baix
i + ban+1 = 0; a = 1; : : : ; n m; (7)
ãäå ban+1 =  baixi0. Òàêèì îáðàçîì, m-ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå
An çàäàåòñÿ ñèñòåìîé èç n m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàíãà n m.
Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî:
Ïðåäëîæåíèå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà (7) èç n  m ëèíåéíûõ
(íåîäíîðîäíûõ ) óðàâíåíèé ðàíãà n m äëÿ êîîðäèíàò fxig òî÷-
êè M îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
An çàäàåò m-ïëîñêîñòü â An.
Â ÷àñòíîñòè, îäíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå
b1x
1 + : : : + bnx
n + bn+1 = 0 (8)
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çàäàåò ãèïåðïëîñêîñòü n 1 â An. Ïðè ýòîì eb = fb1; : : : ; bng
 ëèíåéíàÿ ôîðìà, àííóëèðóþùàÿ íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Ln 1 ãèïåðïëîñêîñòè n 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (7)
èìååò âèä (3) è îïðåäåëÿåò m-ïëîñêîñòü ñ íàïðàâëÿþùèì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì Lm = Lfa1; : : : ; amg, ãäå a = aiei, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó M0 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r0 = x
i
0ei. 
Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàíãà n   m îòíîñèòåëüíî n ïåðåìåííûõ
x1; : : : ; xn çàäàåò m-ïëîñêîñòü â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü S  An  ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæå-
ñòâî, eS = f !AB 2 Vn jA;B 2 Sg  ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, íà-
÷àëà è êîíöû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S, à M0 2 S
 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïëîñêîñòü
(S) = fM0;L(eS)g (9)
ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî S è ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé äðóãîé ïëîñ-
êîñòè 0, ñîäåðæàùåé S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M 2 S. Ïîñêîëüêó L(eS)  eS 3    !M0M ,
òî (S) 3 M . Åñëè êàêàÿ-òî äðóãàÿ ïëîñêîñòü 0 ñîäåðæèò âñå
òî÷êè èç ìíîæåñòâà S, òî åå íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî
L(0) ñîäåðæèò âñå âåêòîðû èç eS, òî åñòü, L(0)  L(eS). Ñëåäî-
âàòåëüíî, 0  (S). 
Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêîñòü (S) íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ, íà-
òÿíóòîé íà ïîäìíîæåñòâî S.
Î÷åâèäíî, ðàçìåðíîñòü ïëîñêîñòè (S) ðàâíà ðàíãó ñèñòåìû
âåêòîðîâ eS (ýòî ïîäìíîæåñòâî ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì). Â
÷àñòíîñòè, äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê M0;M1; : : : ;Mk ðàçìåð-
íîñòü íàòÿíóòîé íà íåãî ïëîñêîñòè ðàâíà ðàíãó ñèñòåìû âåê-
òîðîâ f   !M0M1; : : : ;    !M0Mkg. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êè M0;M1; : : : ;Mk
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íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè ðàçìåðíîñòü íàòÿíóòîé íà
íèõ ïëîñêîñòè ðàâíà k.
Â ñëó÷àå òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ M0;M1; : : : ;Mk ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå óðàâíåíèå íàòÿíóòîé íà íèõ ïëîñêîñòè èìååò âèä (2):
r = r0+ t
a, ãäå r0  ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êèM0, à a =
    !
M0M. Â
÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå (ðàçëè÷-
íûå) òî÷êè M0 è M1, èìååò âèä
r = r0 + t(r1   r0): (10)
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî òî÷åê
[M0M1] = fM 2 ` j tM 2 [0; 1]g
íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ñ êîíöàìè M0 è M1.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòûì îòíîøåíèåì òðåõ òî÷åê A, B è C
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé ` ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è òàêèõ, ÷òî B 6= C, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî:
(ABC) =
 !
AC
  !
CB
:
Åñëè èçâåñòíû òî÷êè A, B è ïðîñòîå îòíîøåíèå (ABC) = ,
òî ðàäèóñ-âåêòîð è êîîðäèíàòû òî÷êè C íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
rC =
rA + rB
1 + 
() xiC =
xiA + x
i
B
1 + 
; i = 1; : : : ; n: (11)
Ôîðìóëû (11) âûâîäÿòñÿ òàêæå êàê è â ñëó÷àå àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé (ñì. [26], ñ. 18).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ãèïåðïëîñêîñòü n 1. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî äâå (ðàçëè÷íûå) òî÷êè P è Q ëåæàò ïî îäíó ñòî-
ðîíó îò n 1, åñëè îòðåçîê [PQ] íå ñîäåðæèò òî÷åê, ïðèíàä-
ëåæàùèõ n 1 : [PQ]\n 1 = ?. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðèì,
÷òî òî÷êè P è Q ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò n 1.
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Çàäà÷à 1. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü n 1  An èìååò óðàâíå-
íèå (8). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : An ! R ôîðìóëîé f (M) =
b1x
1
M + : : : + bnx
n
M + bn+1. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè P è Q ëåæàò ïî
îäíó ñòîðîíó îò n 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sgn(f (P )) =
sgn(f (Q)). Òàêèì îáðàçîì, ó ãèïåðïëîñêîñòè â àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååòñÿ äâå ñòîðîíû: ïî îäíó ñòîðîíó ãèïåðïëîñêîñòè
ôóíêöèÿ f (M) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ïî äðó-
ãóþ  îòðèöàòåëüíûå.
1.2 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü çàäàíû äâå ïëîñêîñòè m è 
0
k â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå
An. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.
1. m \ 0k 6= ?.
Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ïëîñêîñòè m = fM0;Lmg è 0k = fM 00;L0kg
â ïðîñòðàíñòâå An èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî îíè ïå-
ðåñåêàþòñÿ ïî ïëîñêîñòè. À èìåííî, åñëè m \ 0k 3 A, òî
m \ 0k = fA;Lm \ L0kg.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, B 2 m \ 0k òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âåêòîð
 !
AB ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Lm è L
0
k, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò
ïîäïðîñòðàíñòâó, ÿâëÿþùåìóñÿ èõ ïåðåñå÷åíèåì. 
Ïóñòü ïëîñêîñòè m = fM0;Lmg è 0k = fM 00;L0kg çàäàíû
ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè r = r0 + t
a,
 = 1; : : : ;m, è r = r00 + u
aba, a = 1; : : : ; k. Ðàäèóñ-âåêòîð âñÿ-
êîé òî÷êèM 2 m\0k èìååò äâà íàáîðà âíóòðåííèõ êîîðäèíàò
ftg è fuag. Ïðè ýòîì r0 + ta = r00 + uaba. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî âíóòðåííèå êîîðäèíàòû òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðíî-
ìó óðàâíåíèþ
ta   uaba = r00   r0 (12)
10
èëè ýêâèâàëåíòíîé åìó ñèñòåìå óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ
ait
   biaua = x0i0   xi0; i = 1; : : : ; n: (13)
Óðàâíåíèå (12) ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
r00   r0 2 Lfa1; : : : ; am;b1; : : : ;bkg: (14)
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå. Ïëîñêîñòè m = fM0;Lmg è 0k = fM 00;L0kg â
ïðîñòðàíñòâå An èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà
r00   r0 2 Lm + L0k: (15)
Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (13).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (13) ñîâìåñòíà, òî åñòü
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14). Òîãäà ðàíã r ñèñòåìû óðàâíåíèé (13)
ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû âåêòîðîâ
rank(a1; : : : ; am;b1; : : : ;bk) = dim(Lm + L
0
k):
Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (13) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðû
ft1; : : : ; tm;u1; : : : ; ukg
èç ÷èñëîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rm+k. Âñÿêîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ
ft0 ;ua0g ñèñòåìû óðàâíåíèé (13) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà M 000 èç ïå-
ðåñå÷åíèÿ m \ 0k, èìåþùàÿ ðàäèóñ-âåêòîð r000 = r0 + t0a =
r00 + u
a
0ba. Âñÿêîå ðåøåíèå ft1 ;ua1g îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé
ait
   biaua = 0; i = 1; : : : ; n; (16)
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (12), îïðåäåëÿåò âåêòîð èç ïåðåñå÷å-
íèÿ Lm \ L0k. Åñëè ftA;uaAg, A = 1; : : : ;m + k   r,  ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (ñì. [14],  11, 12) ñèñòåìû (16), òî
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Lm\L0k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ cA = t

Aa = u
a
Aba, A = 1; : : : ;m+k r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïëîñêîñòü m\0k èìååò ñëåäóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå:
r = r000 + v
AcA:
Â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðåñå÷åíèå êîíêðåòíûõ ïëîñ-
êîñòåé, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî ÷àñòè fu1; : : : ; ukg ðåøå-
íèé ft1; : : : ; tm;u1; : : : ; ukg ñèñòåì (13) è (16). Ïðè ýòîì ïîëó-
÷àþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ua = ua0 + 
AuaA ïëîñêîñòè
m \ 0k â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå 0k. Ïðè èõ ïîäñòàíîâêå â
óðàâíåíèÿ xi = x0i0 + u
abia ïëîñêîñòè 
0
k ïîëó÷àþòñÿ îêîí÷àòåëü-
íûå óðàâíåíèÿ xi = x0i0 + u
a
0b
i
a + 
A(uaAb
i
a) ïëîñêîñòè m \ 0k â
àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå An.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Çàäà÷à 2. Íàéòè ïåðåñå÷åíèå äâóõ 3-ïëîñêîñòåé  è 0 â R5,
çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè
 :
0BBBBB@
x1
x2
x3
x4
x5
1CCCCCA =
0BBBBB@
2
1
3
1
2
1CCCCCA + t1
0BBBBB@
1
1
1
1
1
1CCCCCA + t2
0BBBBB@
0
0
1
1
0
1CCCCCA + t3
0BBBBB@
2
1
2
1
1
1CCCCCA ;
0 :
0BBBBB@
x1
x2
x3
x4
x5
1CCCCCA =
0BBBBB@
1
1
2
1
3
1CCCCCA + u1
0BBBBB@
1
3
0
2
5
1CCCCCA + u2
0BBBBB@
4
3
1
0
3
1CCCCCA + u3
0BBBBB@
0
1
0
1
2
1CCCCCA :
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (13) äëÿ äàííîé çàäà÷è
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0BBBBB@
1 0 2  1  4 0
1 0 1  3  3  1
1 1 2 0  1 0
1 1 1  2 0  1
1 0 1  5  3  2

 1
0
 1
0
1
1CCCCCA 
0BBB@
1 0 2  1  4 0
0 1 0 1 3 0
0 0 1 2  1 1
0 0 0  2  2  1

 1
0
 1
1
1CCCA :
Óðàâíåíèÿ  \ 0 â 0 íàõîäÿòñÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàííîé ñèñòåìû  2u1   2u2   u3 = 1. Èìååì:0B@ u1u2
u3
1CA =
0B@ 00
 1
1CA + 1
0B@ 10
 2
1CA + 2
0B@ 01
 2
1CA :
Îòñþäà0BBBBB@
x1
x2
x3
x4
x5
1CCCCCA =
0BBBBB@
1
0
2
0
1
1CCCCCA + 1
0BBBBB@
1
1
0
0
1
1CCCCCA + 2
0BBBBB@
4
1
1
 2
 1
1CCCCCA :
Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü  \ 0, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ïîäìíîæå-
ñòâî â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå 0 ñ êîîðäèíàòàìè fu1; u2; u3g,
çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì  2u1   2u2   u3 = 1, òî  \ 0 
ãèïåðïëîñêîñòü â 0. 
2. m \ 0k = ?.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâå ïëîñêîñòè m = fM0;Lmg è
0k = fM 00;L0kg è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, m 6 k.
Ïëîñêîñòè m è 
0
k íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè â ñòðîãîì
ñìûñëå ñëîâà (mk0k), åñëè m \ 0k = ? è Lm  L0k.
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Ïëîñêîñòè m è 
0
k íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ, åñëè m\
0k = ? è L0k \ Lm = f0g.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå
Ïðåäëîæåíèå. 1) Åñëè m-ïëîñêîñòü m = fM0;Lmg ïàðàë-
ëåëüíà k-ïëîñêîñòè 0k = fM 00;L0kg, ãäå m 6 k, òî m ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîé k-ïëîñêîñòè 00k , ïàðàëëåëüíîé 
0
k. Ýòà k-
ïëîñêîñòü èìååò ñëåäóþùèé âèä: 00k = fM0;L0kg.
2) Åñëè ïëîñêîñòè m è 
0
k ñêðåùèâàþòñÿ, òî îíè ëåæàò
â ïàðàëëåëüíûõ (k + m)-ïëîñêîñòÿõ 1k+m = fM0;L0k  Lmg è
2k+m = fM 00;L0k  Lmg.
M 00
0k
M0
m
00k
2k+m
M 00
0k
1k+m
M0
m
Ðèñ. 3.
Èç óñëîâèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî åñëè m è 
0
k ñêðåùèâàþòñÿ, òî
r00 r0 =2 LmL0k. Òàê êàê dim(LmL0k) = m+k, òî 1+m+k 6 n.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ðàçìåðíîñòåé ñêðåùèâàþùèõñÿ ïëîñêî-
ñòåé íå ìîæåò ïðåâûøàòü n  1. Ïîýòîìó â A4 ìîãóò ñêðåùè-
âàòüñÿ äâå ïðÿìûå èëè ïðÿìàÿ è 2-ïëîñêîñòü, â A5, êðîìå òîãî,
ìîãóò ñêðåùèâàòüñÿ ïðÿìàÿ è 3-ïëîñêîñòü èëè äâå 2-ïëîñêîñòè.
Îáùàÿ ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.
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Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü m\0k = ?, à L0k\Lm = L00p, ãäå p > 0,
p < m, p < k. Òîãäà îáå ïëîñêîñòè m è 
0
k ïàðàëëåëüíû p-
ïëîñêîñòè 00p = fM1;L00pg, ãäå M1  ñåðåäèíà îòðåçêà [M0M 00],
è íå ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòè q, ãäå q < k, q < m, ðàçìåðíîñòè
áîëüøåé p ïàðàëëåëüíîé êàæäîé èç ïëîñêîñòåé m è 
0
k.
Çàäà÷à 3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòè m è 
0
k èç ïðåäûäóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ ñîäåðæàò ïàðàëëåëüíûå p-ïëîñêîñòè p è p, ñêðå-
ùèâàþùèåñÿ ïëîñêîñòè em p è ek p è ïðè ýòîì m íàòÿíóòà íà
p è em p, à 0k íàòÿíóòà íà p è ek p.
Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ïðÿìûå äîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà
L00p â L
0
k è â Lm. 
0k
00p
m
e M 00 
M0 e 
Ðèñ. 4.
1.3 Àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ
Ïóñòü (An;Vn;  ) è (A0m;V0m;  0)  àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà,
à  : An ! A0m  íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷-
êè A;B;C;D 2 An òàêèå, ÷òî  !AB =   !CD. Ïóñòü A0 = (A),
B0 = (B), C 0 = (C), D0 = (D). Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ,  !
A0B0 6=   !C 0D0, òî åñòü îòîáðàæåíèå  íå îïðåäåëÿåò íèêàêîãî
îòîáðàæåíèÿ èç Vn â V
0
m.
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A B
C D
A0 C 0
D0
B0
Ðèñ. 5.
Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå  : An ! A0m íàçûâàåòñÿ àô-
ôèííûì îòîáðàæåíèåì (ìîðôèçìîì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ),
åñëè îíî èíäóöèðóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Vn â V
0
m, òî÷-
íåå, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
b : Vn ! V0m
òàêîå, ÷òî
b( !AB) =       !(A)(B) äëÿ ëþáûõ A;B 2 An :
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,÷òî àôôèííîå îòîáðàæåíèå 
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì O0 = (O) ëþáîé îäíîé òî÷êè
O 2 An è ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì b.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M 2 An  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà è ïóñòü
M 0 = (M). Òîãäà
   !
O0M 0 = b(  !OM).
O
M
O0
M 0

Ðèñ. 6.
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì
Ïðåäëîæåíèå. Îáðàç (k) ïëîñêîñòè k = fM0;Lkg  An
ïðè àôôèííîì îòîáðàæåíèè  : An ! A0m ïðåäñòàâëÿåò ñî-
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áîé ïëîñêîñòü 0p = f(M0); b(Lk)g  A0m ðàçìåðíîñòè p =
dim b(Lk) 6 k.
Â ÷àñòíîñòè, îáðàçîì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An ïðè àô-
ôèííîì îòîáðàæåíèè  ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü f(M0); im(b)g 
A0m.
M0
Mv

(M0)
(M)b(v)
Ðèñ. 7.
Åñëè im(b) = V0m, òî  ñþðúåêòèâíî (îòîáðàæàåò ïðîñòðàí-
ñòâî An íà âñå ïðîñòðàíñòâî A0m).
Åñëè im(b) = 0, òî  îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî An â îäíó
òî÷êó ïðîñòðàíñòâà A0m.
Ïðåäëîæåíèå. Ïðîîáðàç  1(0k) ïëîñêîñòè 
0
k = fM 00;L0kg 
A0m ïðè àôôèííîì îòîáðàæåíèè  : An ! A0m ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ïóñòûì ìíîæåñòâîì, ëèáî ïëîñêîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùèì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì  1(L0k).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü  1(0k) 6= ? è M0 2  1(0k). Òîãäà
 1(0k) = fM0; b 1(L0k)g. 
Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ: 1)  1(A0m) =
An, 2) åñëè M 0 2 (An), òî  1(M 0)  An  ïëîñêîñòü.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü  : An ! A0m è  : A0m ! A00k  àô-
ôèííûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà êîìïîçèöèÿ    : An ! A00k 
àôôèííîå îòîáðàæåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,[   = b  b.
Îïðåäåëåíèå. Àôôèííîå îòîáðàæåíèå  : An ! A0m íàçûâà-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè   áèåêöèÿ
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(âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî A0m).
Åñëè  : An ! A0m  èçîìîðôèçì, òî b : Vn ! V0m 
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî V0m, òî
åñòü èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
n = m. Â ýòîì ñëó÷àå  1 : A0m ! An  òîæå èçîìîðôèçì àô-
ôèííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâèå h : An 3 M 7!
fxiMg 2 Rn, îòíîñÿùåå òî÷êåM íàáîð åå êîîðäèíàò îòíîñèòåëü-
íî ðåïåðà fO; eig â An,  èçîìîðôèçì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ.
Àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ.
Ïóñòü  : An ! A0m  àôôèííîå îòîáðàæåíèå, fO; eig 
ðåïåð â An. Âñÿêàÿ òî÷êà M 2 An îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ðàäèóñ-
âåêòîðîì rM =
  !
OM = xiei. Ïóñòü O
0 = (O) è M 0 = (M).
Èìååì:    !
O0M 0 = b(  !OM) = b(xiei) = xib(ei):
O
e2
e3
e1

O0 b(e1)
b(e3) b(e2)
Ðèñ. 8.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êó M 0 = (M),
íàäî îòëîæèòü îò òî÷êè O0 = (O) âåêòîð xie0i, ãäå e
0
i = b(ei).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà   èçîìîðôèçì, íàáîð fe0ig ÿâëÿ-
åòñÿ áàçèñîì â V0n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå.Èçîìîðôèçì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ  : An !
A0n óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) ìåæ-
äó òî÷êàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî
ðåïåðîâ fO; eig è fO0 = (O); e0i = b(ei)g.
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OM
e1
e2 
O0
M 0
e01e
0
2
Ðèñ. 9.
Èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ àôôèííûìè ïðîñòðàíñòâàìè An
è A0n îäíîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò áûòü çàäàí âûáîðîì ïðîèçâîëü-
íûõ ðåïåðîâ fO; eig è fO0; e0ig â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ è óñòàíîâëå-
íèåì ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó òî÷êàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâûå êî-
îðäèíàòû ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì ðåïåðàì.
Ïóñòü òåïåðü fQ; fag, a; b; : : : = 1; : : : ;m,  ïðîèçâîëüíûé ðå-
ïåð â A0m. Íàéäåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîîðäèíàòàìè fxig òî÷-
êè M îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig è êîîðäèíàòàìè fyag òî÷-
êè M 0 îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fQ; fag. Ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê M è
M 0 èìåþò âèä rM =
  !
OM = xiei, rM 0 =
  !
QM 0 = yafa. Ïîýòîìó
rM 0 =
  !
QM 0 =
  !
QO0 +
   !
O0M 0 =
  !
QO0 + b(  !OM) = bafa + xiai fa,
ãäå bafa =
  !
QO0, b(ei) = ai fa, òî åñòü fbag  êîîðäèíàòû òî÷-
êè O0 îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fQ; fag, à (ai )  ìàòðèöà ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ b ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñàì feig è ffag.
O
e1
e2
M

Q f1
f2
O0 = (O)
M 0
Ðèñ. 10.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ àôôèííîãî
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îòîáðàæåíèÿ :
ya = aix
i + ba (17)
èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå,0B@ y1...
ym
1CA =
0B@ 11 : : : 1n... . . . ...
m1 : : : 
m
n
1CA
0B@ x1...
xn
1CA +
0B@ b1...
bm
1CA : (18)
Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà   èçî-
ìîðôèçì, óðàâíåíèÿ (17) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåîáðà-
çîâàíèå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå A0n ïðè ïåðåõîäå îò ðåïåðà
fO0 = (O); e0i = b(ei)g ê ðåïåðó fQ; fag.
Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì  : An ! An àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà An íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïðîñòðàíñòâà An.
Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþò òàêæå àôôèííûìè äâè-
æåíèÿìè èëè ïðîñòî äâèæåíèÿìè, åñëè íå âîçíèêàåò äâóñìûñ-
ëåííîñòè (àôôèííûå äâèæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è â åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ).
Ïðè ðàññìîòðåíèè àôôèííîãî äâèæåíèÿ  : An ! An åñòå-
ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êîîðäèíàòû òî÷åê M 2 An è èõ îáðàçîâ
(M) 2 An îòíîñèòåëüíî îäíîãî è òîãî æå ðåïåðà fO; eig. Èç
(17) ñëåäóåò, ÷òî â êîîðäèíàòàõ, îïðåäåëÿåìûõ àôôèííûì ðå-
ïåðîì fO; eig, àôôèííîå äâèæåíèå  çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:
yj = jix
i + bj; det (ji ) 6= 0: (19)
Ìíîæåñòâî GA(An) âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñò-
ðàíñòâà An îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ïðåîáðà-
çîâàíèé.
Çàìå÷àíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå ñëó÷àåì
èçîìîðôèçìà àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ îäíîé ðàçìåðíîñòè àô-
ôèííîå äâèæåíèå  : An ! An ïåðåâîäèò òî÷êó M , èìåþùóþ
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êîîðäèíàòû fxig îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ðåïåðà fO; eig, â òî÷-
êó M 0, èìåþùóþ òàêèå æå êîîðäèíàòû fxig îòíîñèòåëüíî ðåïå-
ðà fO0; e0ig, ãäå O0 = (O), à e0i = b(ei) = jiej.
O e1
e2
O0
e02e
0
1
Ðèñ. 11.
Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî àôôèííîå äâèæåíèå  ïðîñòðàíñòâà
An ïåðåâîäèò âñÿêèé íàáîð òî÷åê M0;M1; : : : ;Mn, íàõîäÿùèõ-
ñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, â íàáîð òî÷åê M 00;M
0
1; : : : ;M
0
n, òàêæå
íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, è äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ
M0;M1; : : : ;Mn è M
0
0;M
0
1; : : : ;M
0
n òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àôôèííîå äâèæåíèå, ïå-
ðåâîäÿùåå òî÷êó Mp â òî÷êó M
0
p äëÿ âñåõ p = 0; 1; : : : ; n.
Ðåøåíèå. Äâèæåíèå  ïåðåâîäèò ðåïåð fM0;   !M0Mig â ðåïåð
fM 00;
   !
M 00M
0
ig. 
Ïðåäìåò àôôèííîé ãåîìåòðèè.
Àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ñâîéñòâà îáúåêòîâ â àôôèííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè àôôèííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ, íå èçìåíÿþùèåñÿ ïðè
ïðåîáðàçîâàíèÿõ, íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè.
Îñíîâíîé èíâàðèàíò àôôèííîé ãåîìåòðèè.
Âñÿêîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà An ñîõðàíÿåò
ïðîñòîå îòíîøåíèå (ABC) òðåõ òî÷åê A, B è C, ëåæàùèõ íà
îäíîé ïðÿìîé `.
Äåéñòâèòåëüíî, (ABC) =  =)  !AC =   !CB =)   !A0C 0 =
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
  !
C 0B0 (òàê êàê b  ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå) =) (A0B0C 0) = .
Çàìå÷àíèå. Ñîîòâåòñòâèå, îòíîñÿùåå òî÷êåM àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà åå êîîðäèíàòû fxig îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; eig, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èçîìîðôèçì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ h : An !
Rn. Ïóñòü h0 : An ! Rn  îòîáðàæåíèå, îòíîñÿùåå òî÷êå M
åå êîîðäèíàòû fxi0g îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ðåïåðà fO0; ei0g, òî-
ãäà ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò xi = pii0x
i0+bi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå h  (h0) 1 : Rn ! Rn.
Rn
h  (h0) 1
//Rn
Anh
0
bbDDDDDDDD h
<<zzzzzzzz
Çàäà÷à 5. Íàéòè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå  ïëîñêîñòè A2,
ïåðåâîäÿùåå òî÷êè A( 2; 1), B(0; 2) è C(1; 3) ñîîòâåòñòâåííî â
òî÷êè A0( 2; 3), B0(2; 9) è C 0(1; 13).
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå  èìååò âèä 
y1
y2
!
=
 
11 
1
2
21 
2
2
! 
x1
x2
!
+
 
b1
b2
!
: (20)
Ïîäñòàâëÿÿ â (20) êîîðäèíàòû äàííûõ òî÷åê, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 6-òè íåèçâåñòíûõ 11, 
1
2, 
2
1, 
2
2, b
1, b2: 
 2
 3
!
=
 
11 
1
2
21 
2
2
! 
 2
1
!
+
 
b1
b2
!
; 
2
9
!
=
 
11 
1
2
21 
2
2
! 
0
2
!
+
 
b1
b2
!
; 
1
13
!
=
 
11 
1
2
21 
2
2
! 
1
3
!
+
 
b1
b2
!
:
(21)
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (21) ìîæíî ðåøàòü îáû÷íûì ñïîñîáîì ìå-
òîäîì Ãàóññà [14], îäíàêî ëó÷øå ñíà÷àëà íàéòè ëèíåéíîå îòîá-
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ðàæåíèå (èçîìîðôèçì) b. Îòîáðàæåíèå b ïåðåâîäèò âåêòîðû !
AB = f2; 1g è  !AC = f3; 2g ñîîòâåòñòâåííî â âåêòîðû   !A0B0 =
f4; 12g è   !A0C 0 = f3; 16g, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû (ji )
ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå 
11 
1
2
21 
2
2
! 
2 3
1 2
!
=
 
4 3
12 16
!
:
Îòñþäà 
11 
1
2
21 
2
2
!
=
 
4 3
12 16
! 
2 3
1 2
! 1
=
 
5  6
8  4
!
:
Äàëåå, âåêòîð (b1; b2) ìîæåò áûòü íàéäåí èç ëþáîãî èç ñîîòíî-
øåíèé (20), íàïðèìåð, 
b1
b2
!
=
 
2
9
!
 
 
5  6
8  4
! 
0
2
!
=
 
14
17
!
:
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò èìååò âèä: 
y1
y2
!
=
 
5  6
8  4
! 
x1
x2
!
+
 
14
17
!
:

Ìåòîä íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé îáðàçîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíî-
æåñòâ ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè.
Ïóñòü çàäàíî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå  : An ! An ñ óðàâ-
íåíèÿìè
yj = jix
i + bj
è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê   An, îïðåäåëåííîå óðàâíåíèÿ-
ìè
F1(x
i) = 0; : : : ; Fk(x
i) = 0: (22)
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå îáðàç 0 =
() ìíîæåñòâà , ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Òî÷êàM
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ñ êîîðäèíàòàìè (xi) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó  òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òî÷êàM 0 ñ êîîðäèíàòàìè (yj = jix
i+bj) ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó 0. Ïóñòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå  1 çàäàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè
xi = ijy
j + ci: (23)
Òîãäà ïðåäûäóùóþ ôðàçó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: òî÷êà M 0 ñ êîîðäèíàòàìè (yj) ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M ñ êîîðäèíàòàìè
(xi = ijy
j+ ci) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó . Ïîýòîìó äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ îáðàç ìíîæåñòâà , ñëåäóåò
ïîäñòàâèòü óðàâíåíèÿ (23) îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â óðàâíå-
íèÿ (22).
Çàäà÷à 6. Êàêèìè óðàâíåíèÿìè çàäàþòñÿ îáðàçû ïðÿìîé ` ñ
óðàâíåíèåì x1+2x2 3 = 0 è ïàðàáîëû  ñ óðàâíåíèåì (x2)2 = x1
ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè(
y1 = 2x1 + 3x2   1
y2 = x1 + 2x2 + 3 ?
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
â ìàòðè÷íîì âèäå: 
y1
y2
!
=
 
2 3
1 2
! 
x1
x2
!
+
 
 1
3
!
:
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå  1 èìååò âèä 
x1
x2
!
=
 
2  3
 1 2
! 
y1
y2
!
+
 
11
 7
!
èëè (
x1 = 2y1   3y2 + 11
x2 =  y1 + 2y2   7: (24)
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Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ (24) â óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ` è ïàðàáîëû ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ èõ îáðàçîâ ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè
, à èìåííî,
(`) : (2y1   3y2 + 11) + 2( y1 + 2y2   7)  3 = 0;
(): ( y1 + 2y2   7)2 = 2y1   3y2 + 11:

Çàäà÷à 7.Íàéòè èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå àôôèííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ   
y1
y2
!
=
 
7  1
4 2
! 
x1
x2
!
+
 
1
4
!
:
Ðåøåíèå. Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 7    14 2  
 = 0
äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà b, íàõîäèì åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
1 = 3, 2 = 6. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè
èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ. Âåêòîð a1, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèþ
1 = 3, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7   3)a1   a2 = 0. Ïî-
ýòîìó a1 = f1; 4g. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâàÿ èíâàðèàíòíàÿ
ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèå 4x1  x2 +A3 = 0. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ `
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ  òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ  1,
òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîé èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé ïîäñòàâèì âû-
ðàæåíèÿ (
y1 = 7x1   x2 + 1
y2 = 4x1 + 2x2 + 4
â óðàâíåíèå 4y1  y2+A3 = 0. Ïîëó÷àåì 4(7x1 x2+1)  (4x1+
2x2 + 4) + A3 = 0 èëè 24x
1   6x2 + A3 = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
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ïðÿìûå 4x1   x2 + A3 = 0 è 24x1   6x2 + A3 = 0 ñîâïàäàëè,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû A3 = 6A3, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâó A3 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ ñîîòâåòñòâóåò îäíà èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ 4x1   x2 = 0.
Èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ 2 = 6, èìååò óðàâíåíèå x
1   x2 + A3 = 0. Ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè  1 îíà ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ ñ óðàâíåíèåì (7x1   x2 +
1)   (4x1 + 2x2 + 4) + A3 = 0 èëè 3x1   3x2   3 + A3 = 0. Îò-
ñþäà  3 + A3 = 3A3 è A3 =  32. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîìó ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò îäíà èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ
2x1   2x2   3 = 0. 
Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ ïðè
ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû îñíî-
âàíèé òðàïåöèè, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé.
Ðåøåíèå. Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì âñÿêàÿ òðàïåöèÿ ìî-
æåò áûòü ïåðåâåäåíà â ðàâíîáî÷íóþ, äëÿ êîòîðîé óòâåðæäåíèå
âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. 
A B
D C
S
A0 B0
D0 C 0
S 0
Ðèñ. 12.
Çàäà÷à 9. Îêîëî ýëëèïñà îïèñàí ðîìá. Äîêàçàòü, ÷òî âåðøèíû
ðîìáà ëåæàò íà îñÿõ ýëëèïñà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü   ýëëèïñ, èìåþùèé óðàâíåíèå
x2
a2
+
y2
b2
= 1;
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è R  ðîìá, îïèñàííûé îêîëî ýëëèïñà . Ïðè àôôèííîì ïðå-
îáðàçîâàíèè x0 =
x
a
, y0 =
y
b
ýëëèïñ  ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü
0 ñ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1. Ïðè ýòîì ðîìá R ïåðåõîäèò â ïà-
ðàëëåëîãðàìì R0, îïèñàííûé îêîëî îêðóæíîñòè 0. Íî âñÿêèé
ïàðàëëåëîãðàìì, îïèñàííûé îêîëî îêðóæíîñòè, î÷åâèäíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ðîìáîì. Òàêèì îáðàçîì, R0  ðîìá. Äèàãîíàëè ðîìáà R0
ÿâëÿþòñÿ ïàðîé âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ äèàìåòðîâ îêðóæíîñòè
0. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ýòè äèàìåòðû ñîïðÿæåíû
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè 0 (êàæäûé èç ýòèõ äèàìåòðîâ, î÷å-
âèäíî, äåëèò ïîïîëàì õîðäû, ïàðàëëåëüíûå äðóãîìó äèàìåòðó).
Íî òîãäà è äèàãîíàëè ðîìáà R  ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ýëëèï-
ñà  (ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè öåíòð ýëëèïñà  ïåðåõîäèò
â öåíòð îêðóæíîñòè 0, ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòðû ïåðåõîäÿò â
äèàìåòðû; êðîìå òîãî, ñîïðÿæåííîñòü äèàìåòðîâ, î÷åâèäíî, ñî-
õðàíÿåòñÿ). Ïîñêîëüêó, ïîìèìî ýòîãî, äèàãîíàëè ðîìáà R âçà-
èìíî îðòîãîíàëüíû, îíè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñà .

O
R

O0
0
R0
Ðèñ. 13.
Çàäà÷à 10. Èç êàæäîé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäå-
íû ïî äâå ïðÿìûå, äåëÿùèå ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó íà òðè
ðàâíûå ÷àñòè è îáðàçóþùèå øåñòèóãîëüíèê KLMNPQ. Äî-
êàçàòü, ÷òî äèàãîíàëè ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùèå åãî
ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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Q
L
M
KP
N
Ðèñ. 14.
Ðåøåíèå.Ïðèìåíÿÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâåäåì òðå-
óãîëüíèê ABC â ðàâíîñòîðîííèé è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìå-
äèàíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ åãî îñÿìè ñèì-
ìåòðèè. 
Çàäà÷à 11. ×åòûðå äèàãîíàëè âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ñîîò-
âåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ÷åòûðåì åãî ñòîðîíàì. Äîêàçàòü, ÷òî
ïÿòàÿ ñòîðîíà òàêæå ïàðàëëåëüíà ïÿòîé äèàãîíàëè.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðøèíû ïÿòèóãîëüíèêà áóêâàìè A1,
A2, A3, A4, A5, à âåêòîðû ñòîðîí è äèàãîíàëåé, ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ âåðøèíå Ai, ñîîòâåòñòâåííî, ai è di. Ïóñòü aikdi ïðè i =
2; 3; 4; 5. Ïðèìåíèì ê ïÿòèóãîëüíèêó àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå,
ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê A1A2A4 â ðàâíîáåäðåííûé. Äëÿ ïðî-
ñòîòû ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ âåðøèí, ñòîðîí è äèàãîíàëåé ó
ïðåîáðàçîâàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà òàêèìè æå, êàêèìè îíè áûëè
ó èñõîäíîãî. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ïðåîáðàçîâàííûé ïÿòèóãîëü-
íèê áóäåò ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âûñîòû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
âåðøèíó A4, â ÷àñòíîñòè, ÷åòûðåõóãîëüíèê A1A2A3A5 áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèåé. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè,
ïîñêîëüêó a2kd2, òî a1kd1. 
Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðûå èç ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷ (íàïðè-
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ìåð, çàäà÷è 9 è 11) ïî ñâîåé ôîðìóëèðîâêå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè
àôôèííîé ãåîìåòðèè. Íî ïðè èõ ðåøåíèè ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïðè ðåøåíèè àôôèííûõ çàäà÷ îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî ìîæíî ëèáî àôôèííûì èçîìîðôèçìîì îòîáðàçèòü
ðàññìàòðèâàåìîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íà íåêîòîðîå åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî, ëèáî ââåñòè â ýòîì àôôèííîì ïðîñòðàíñò-
âå ïðîèçâîëüíîå åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè ýòîì
íå ïðîèñõîäèò íèêàêîãî íàðóøåíèÿ àôôèííîé ñòðóêòóðû ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà.
Åùå îäíèì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ åâêëèäîâîé òåõíèêè ïðè
ðåøåíèè àôôèííîé çàäà÷è ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Ñèëüâåñòðà (ñì. [5], ï. 9.14.25, [10], ãë. 4, 7, ãë. 12, 3).
Çàäà÷à 12. (Òåîðåìà Ñèëüâåñòðà). Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû
n òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëåæàò ðîâíî äâå èç ýòèõ òî÷åê.
Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ P = fP1; : : : ; Png äëÿ ìíîæå-
ñòâà äàííûõ òî÷åê è L = f`1; : : : ; `kg äëÿ ìíîæåñòâà ïðÿìûõ,
íà êîòîðûõ ëåæàò ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà P .
Ðàññìîòðèì çàòåì ìíîæåñòâî ïàð (`j; Pi), ñîñòîÿùèõ èç ïðÿìîé
`j 2 L è òî÷êè Pi 2 P , íå ëåæàùåé íà ýòîé ïðÿìîé. Ïóñòü dij
 ðàññòîÿíèå îò Pi äî `j. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ i = i0, j = j0
âåëè÷èíà dij ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Òîãäà ïðÿìàÿ
`j0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òî÷êà
Q  îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç Pi0 íà `j0. Åñëè
ïðÿìàÿ `j0 ñîäåðæèò õîòÿ áû òðè òî÷êè èç ìíîæåñòâà P , òî äâå
èç íèõ ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè Q. Ïóñòü ýòî òî÷êè Pi1
è Pi2, ïðè÷åì Pi1 ëåæèò äàëüøå îò Q. Ïóñòü òî÷êà H  îñíîâà-
íèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Pi2 íà ïðÿìóþ Pi1Pi0,
 = \Pi0Pi2Q,  = \Pi2Pi0H. Ïîñêîëüêó óãîë   âíåøíèé äëÿ
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òðåóãîëüíèêà Pi1Pi2Pi0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî  > . Íî òî-
ãäà Pi2H = Pi2Pi0 sin  < Pi2Pi0 sin = Pi0Q, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè Pi0Q. 
Pi1 Pi2 Q
Pi0
H


`j0
Ðèñ. 15.
Óêàçàííîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â 7 ãëàâû 4 êíèãè [10].
Â ýòîé æå êíèãå (ãë. 12, 3) ïðèâåäåíî ãîðàçäî áîëåå òðóäíîå
äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ñðåäñòâà òîëüêî àôôèííîé ãåî-
ìåòðèè.
Çàäà÷à 13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî àôôèííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàéäåòñÿ ïàðà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ïðÿìûõ, ïåðåõîäÿùèõ â ïåðïåíäèêóëÿðíûå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè  íåêîòîðàÿ
îêðóæíîñòü  ïåðåõîäèò â ýëëèïñ 0 è ïóñòü `1 è `2  ïàðà âçà-
èìíî îðòîãîíàëüíûõ ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ ýëëèïñà 0. Òîãäà
ïðÿìûå  1(`1) è  1(`2) ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè äèàìåòðàìè
îêðóæíîñòè , ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû. 
Çàäà÷à 14. Äîêàçàòü, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå åâêëèäî-
âîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè äâèæåíèÿ
è äâóõ ñæàòèé (ðàñòÿæåíèé) ê äâóì ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïðÿ-
ìûì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è îêðóæ-
íîñòü  èìååò åäèíè÷íûé ðàäèóñ, O  åå öåíòð, à e1 è e2 
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íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ  1(`1) è  1(`2). Ïóñòü, äàëåå,
e01 = b(e1) è e02 = b(e2), à f1 = e01=je01j è f2 = e02=je02j. Ïóñòü
O0 = (O)  öåíòð ýëëèïñà 0. Òîãäà èñêîìîå äâèæåíèå ïåðåâî-
äèò ðåïåð fO; e1; e2g â ðåïåð fO0; f1; f2g, à ïîñëåäóþùèå ñæàòèÿ
(ðàñòÿæåíèÿ) ïåðåâîäÿò ðåïåð fO0; f1; f2g â ðåïåð fO0; e01; e02g. 
Àôôèííàÿ è åâêëèäîâà ãåîìåòðèè íå ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàí-
íûìè òåîðèÿìè. Íèæåñëåäóþùàÿ çàäà÷à äåìîíñòðèðóåò òîò
ôàêò, ÷òî ïàðàëëåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå îäíîé ïëîñêîñòè òðåõ-
ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà äðóãóþ ÿâëÿåòñÿ àôôèí-
íûì îòîáðàæåíèåì. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü àôôèííóþ
ãåîìåòðèþ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè êàê ÷àñòü åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Çàäà÷à 15. Ïóñòü â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3
çàäàíû äâå ïëîñêîñòè  = fM0;L2g, 0 = fM 00;L02g è âåêòîð v,
íå ïðèíàäëåæàùèé íè îäíîìó èç ïîäïðîñòðàíñòâ L2 è L
0
2.
à) Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå , îòíîñÿùåå òî÷êåM 2  òî÷-
êó M 0 2 0 òàêóþ, ÷òî    !MM 0kv, ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì èçîìîð-
ôèçìîì.
á) Îòîáðàæåíèå  ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ ïëîñ-
êîñòåé òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 1) L2kL02; 2) âåêòîð v ïåðïåíäè-
êóëÿðåí îäíîé èç áèññåêòðàëüíûõ ïëîñêîñòåé äâóãðàííîãî óãëà,
îáðàçîâàííîãî ïëîñêîñòÿìè  è 0.
Ðåøåíèå. Åñëè ïëîñêîñòè  è 0 ïàðàëëåëüíû, òî îòîáðàæåíèå
 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïðîñòðàíñòâà
E3 íà âåêòîð, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó v.
Ïóñòü òåïåðü ïëîñêîñòè íå ïàðàëëåëüíû è `  ëèíèÿ èõ ïå-
ðåñå÷åíèÿ. Âûáåðåì â ïëîñêîñòè  îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð
fO; e1; e2g òàêîé, ÷òî O 2 `, e1k`. Òîãäà (O) = O, b(e1) = e1, àb(e2) = e2+v äëÿ íåêîòîðîãî . Îòîáðàæåíèå b ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà âåêòîð b(e2) ïåðïåíäèêóëÿðåí e1 è èìååò åäèíè÷-
íóþ äëèíó. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå  áóäåò ÿâëÿòüñÿ îãðà-
íè÷åíèåì ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà E3 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè,
ñîäåðæàùåé â ñåáå ïðÿìóþ ` è ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó e2+ b(e2).

1.4 Êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ è àôôèííûõ
ïðîñòðàíñòâ
Ïîëåì íàçûâàåòñÿ òðîéêà (F;+; ), ñîñòîÿùàÿ èç íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà F è äâóõ îïåðàöèé: ñëîæåíèÿ + : F  F ! F è óìíî-
æåíèÿ  : F  F ! F òàêèõ, ÷òî (F;+)  êîììóòàòèâíàÿ
ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0, (F n f0g; )  êîììóòàòèâ-
íàÿ ãðóïïà, à óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî ïî îòíîøåíèþ ê ñëî-
æåíèþ. Ïðèìåðîì ïîëÿ ìîæåò ñëóæèòü, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî
Fp = f0; 1; : : : ; p  1g îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà ïðîñòîå ÷èñëî p
ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îïðåäåëåííûìè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: a + b è a  b ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêàì îò
äåëåíèÿ íà p ÷èñåë a + b è ab.
Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ âåêòîðíîãî è àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâ
çàìåíèòü ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R íà ïðîèçâîëüíîå äðóãîå
ïîëå F, òî ïîëó÷àòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî
V(F) è àôôèííîãîA(F) ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì F. Ïðè ýòîì ñî-
õðàíÿþò ñìûñë òàêèå ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå ðàíåå äëÿ àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì R, êàê ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâè-
ñèìîñòü âåêòîðîâ, áàçèñ, ðåïåð, êîîðäèíàòû, ïîäïðîñòðàíñòâî,
m-ïëîñêîñòü, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, àôôèííîå îòîáðàæåíèå.
Çàäà÷à 16. Äîêàçàòü, ÷òî òðåõìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
A3(F2) íàä ïîëåì F2 ñîñòîèò èç âîñüìè ýëåìåíòîâ è íàéòè âñå
ïðÿìûå è âñå ïëîñêîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êàæäàÿ èç òðåõ êîîðäè-
íàò òî÷êè èëè âåêòîðà ìîæåò ïðèíèìàòü ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ 0
è 1. 
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, äëÿ ëþáîãî
ïîëÿ F îïðåäåëåíû âåêòîðíîå è àôôèííîå ïðîñòðàíñòâà íàä F,
ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè äëèíû n, ñîñòîÿùèå èç
ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîëÿ. Ýòè ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâî-
ëîì Fn.
Îáúåêòàìè íàøåãî èíòåðåñà â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò âåêòîð-
íûå è àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C
(êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå è àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà).
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Vn(C) = (V;+;  )  êîìïëåêñíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, ãäå  : C  V ! V 
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ èç V íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
è ïóñòü 0 : R  V ! V  îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
èç V íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà (îãðàíè÷åíèå îïåðàöèè  íà ïîä-
ìíîæåñòâî R  V). Òîãäà VR2n = (V;+; 0 )  âåùåñòâåííîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè fekg, k = 1; : : : ; n,  áàçèñ â Vn(C),
òî 2n âåêòîðîâ fek; iekg, k = 1; : : : ; n, ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè akek +
bk(iek) = 0, òî (a
k + ibk)ek = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, a
k + ibk =
0 2 C äëÿ âñåõ k = 1; : : : ; n. Íî òîãäà ak; bk = 0 2 R äëÿ âñåõ
k = 1; : : : ; n. Ïðè ýòîì åñëè v = vkek, v
k 2 C, òî v = (ak+ibk)ek,
ãäå vk = ak + ibk, Íî òîãäà v = akek + b
k(iek). 
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî VR2n = (V;+; 0 ) íà-
çûâàåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Vn(C) = (V;+;  ).
Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî AR2n = (A;VR2n;  ) íàçûâàåòñÿ îâå-
ùåñòâëåíèåì êîìïëåêñíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An(C) =
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(A;Vn(C);  ).
Ïåðåõîä ê îâåùåñòâëåíèÿì ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïëåêñ-
íûå âåêòîðíûå è àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî è âåùåñòâåííûìè âåêòîðíûìè è (ñîîòâåòñòâåííî) àôôèí-
íûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Ïðèìåð.Ïóñòü â êîìïëåêñíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâåA2(C)
â (êîìïëåêñíûõ) êîîðäèíàòàõ fz1; z2g, îïðåäåëÿåìûõ íåêîòî-
ðûì ðåïåðîì fO; e1; e2g, çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê , êîîðäè-
íàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (z1)2 + (z2)2 = 1. Â
(âåùåñòâåííûõ) êîîðäèíàòàõ fx1; x2; x3; x4g â ïðîñòðàíñòâå AR4 ,
îïðåäåëÿåìûõ ðåïåðîì fO; e1; ie1; e2; ie2g, ýòî æå ìíîæåñòâî 
çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
(x1)2   (x2)2 + (x3)2   (x4)2 = 1; x1x2 + x3x4 = 0:
Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñèôèêàöèåé n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íàçûâàåòñÿ ïàðà (V
C
n ; '), ñîñòî-
ÿùàÿ èç n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà VCn
è ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ' : Vn ! VCn òàêîãî, ÷òî C-ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà LC(im(')) îáðàçà ïðîñòðàíñòâà Vn ñîâïàäàåò ñî
âñåì ïðîñòðàíñòâîì VCn .
Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Vn îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ åãî îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè ': Vn  im(') =
'(Vn)  VCn , v  '(v).
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè fekg  áàçèñ â Vn, òî
f'(ek)  ekg  áàçèñ â VCn .
Ïåðåõîä ê êîìïëåêñèôèêàöèè ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäè-
íàòû âåêòîðîâ ìîãóò ïðèíèìàòü íå òîëüêî âåùåñòâåííûå, íî è
êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.
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e2
ie1
Vn
VCn
Ðèñ. 16.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn ñóùå-
ñòâóåò êîìïëåêñèôèêàöèÿ. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü
íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâîVCn , âûáðàòü ïðî-
èçâîëüíûå áàçèñû fekg â Vn è fe0kg â VCn è îïðåäåëèòü îòîáðà-
æåíèå ' : Vn ! VCn ñëåäóþùèì îáðàçîì: '(vkek) = vke0k.
Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñèôèêàöèåé n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An íàçûâàåòñÿ ïàðà (ACn ; ), ñîñòî-
ÿùàÿ èç n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ACn
è àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ  : An ! ACn òàêîãî, ÷òî ïàðà
(VCn ; b : Vn ! VCn ), ãäå Vn è VCn  âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà,
àññîöèèðîâàííûå ñîîòâåòñòâåííî ñ An è ACn , ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïëåêñèôèêàöèåé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn.
Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå âåùåñòâåííîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
An îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åãî îáðàçîì (An)  ACn .
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An ñóùå-
ñòâóåò êîìïëåêñèôèêàöèÿ. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü
ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâîACn , âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûå ðåïåðû fO; ekg â An è fO0; e0kg â ACn è âçÿòü îòîá-
ðàæåíèå  : An ! ACn , îòíîñÿùåå òî÷êå M ñ êîîðäèíàòàìè (xk)
îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO; ekg òî÷êó M 0, èìåþùóþ òàêèå æå (âå-
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ùåñòâåííûå) êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî ðåïåðà fO0; e0kg.
Ïåðåõîä ê êîìïëåêñèôèêàöèè ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäè-
íàòû òî÷åê â èçó÷àåìîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ïðèíè-
ìàòü íå òîëüêî âåùåñòâåííûå, íî è êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå  : Vn ! Wm
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî C-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ C :
VCn !WCm. Â êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèÿ  è C èìåþò îäèí è
òîò æå âèä ya = akx
k, ãäå (ak)  âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà. Àíàëî-
ãè÷íî, âñÿêîå àôôèííîå îòîáðàæåíèå  : An ! A0m îäíîçíà÷íî
ïðîäîëæàåòñÿ äî àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ C : ACn ! A0Cm. Â
êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèÿ  è C îïðåäåëÿþòñÿ îäíèìè è òå-
ìè æå óðàâíåíèÿìè ya = akx
k + ba, a = 1; : : : ;m, ãäå (ak) 
âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà, à ba  âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
2. Ïðè êîìïëåêñèôèêàöèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn êîì-
ïëåêñèôèöèðóþòñÿ è âñå åãî ïîäïðîñòðàíñòâà, à ïðè êîìïëåê-
ñèôèêàöèè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An êîìïëåêñèôèöèðóþòñÿ
âñå åãî ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì m-ïëîñêîñòü è åå êîìïëåêñèôèêà-
öèÿ çàäàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå ñèñòåìàìè óðàâíåíèé aukx
k+bu =
0, u = 1; : : : ; n   m, ãäå (auk)  âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà, à bu 
âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Îïðåäåëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå îòíîñèò êàæäîìó âå-
ùåñòâåííîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâóVn íåêîòîðóþ åãî êîì-
ïëåêñèôèêàöèþ VCn , à âñÿêîìó ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ  åãî
ïðîäîëæåíèå C òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(1  2)C = C1  C2 , idC = id, íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì êîì-
ïëåêñèôèêàöèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå îòíîñèò êàæäîìó âåùåñòâåííîìó
àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó An íåêîòîðóþ åãî êîìïëåêñèôèêà-
öèþ ACn , à âñÿêîìó àôôèííîìó îòîáðàæåíèþ  åãî ïðîäîëæå-
íèå C òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1 2)C =
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C1  C2 , idC = id, íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì êîìïëåêñèôèêàöèè
àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ôóíêòîð êîìïëåêñèôèêàöèè êîìïëåêñèôèöèðóåò ñðàçó âñå
âåêòîðíûå (àôôèííûå) ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêòî-
ðà íóæíî óêàçàòü íåêîòîðóþ ñòàíäàðòíóþ ñõåìó êîìïëåêñèôè-
êàöèè. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêòîðîâ êîìïëåêñèôèêàöèè.
Ôóíêòîð êîìïëåêñèôèêàöèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Íà ïðÿìîé ñóììå
Vn Vn = fx y jx;y 2 Vng
ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà
 : C
 (Vn Vn)! Vn Vn;
ïîëàãàÿ
(a + ib)(x y) = (ax  by) (bx + ay):
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òðîéêà (Vn  Vn;+;  ) óäîâëåòâîðÿåò
âñåì àêñèîìàì êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìîíî-
ìîðôèçì âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
' : Vn 3 x 7! x 0 2 Vn Vn
ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâî Vn ñ âåùåñòâåííûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì '(Vn) = fx0 jx 2 Vng  VnVn, îòîæäåñòâ-
ëÿÿ x  x0. Ïðè ýòîì i (x0) = 0x, îòêóäà xy = x+iy.
Òàêèì îáðàçîì, (VCn = VnVn; ' : Vn ! VnVn)  êîìïëåê-
ñèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Vn.
Ôóíêòîð êîìïëåêñèôèêàöèè àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêòîðà êîìïëåêñèôèêàöèè àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ (An;Vn;  ) ñíà÷àëà íóæíî âûáðàòü íåêîòîðûé ôóê-
òîð êîìïëåêñèôèêàöèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî
37
ýòî óæå îñóùåñòâëåíî. Ìíîæåñòâî ACn  An ïîñòðîèì, èñõîäÿ
èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà M 2 ACn ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íåêîòî-
ðîãî âåêòîðà
  !
AM = v 2 VCn , íà÷àëî êîòîðîãî ëåæèò â An.
Ïîñêîëüêó òî÷êà A ïðè ýòîì ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëü-
íî, òî òî÷êå M 2 ACn îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò êëàññ âåêòîðîâ
f  !BM jB 2 Ang. Ïîýòîìó ê îïðåäåëåíèþ êîìïëåêñèôèêàöèèACn
ìîæíî ïîäîéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
An VCn ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè fA;vg  fB;ug,
åñëè v =
 !
AB + u, è ïîëîæèì ACn = (An VCn )= (ñì. ðèñ. 17).
A
B
M
An
ACn
uv
Ðèñ. 17.
Îòîáðàæåíèå  C, îòíîñÿùåå ïàðå òî÷åê M;N 2 ACn âåêòîð  !
MN 2 VCn , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè òî÷êè M è
N çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìè fA;vg è fB;wg, òî   !MN =
 v + !AB +w (ñì. ðèñ. 18).
A
B
An
ACn
M
N
v w
Ðèñ. 18.
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Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ  C äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Åñëè fA0;v0g è fB0;w0g  äðóãèå äâå ïàðû,
çàäàþùèå òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî, òî  v0 +   !A0B0 + w0 =
( v +  !AA0) +  !A0B0 + (  !B0B +w) =  v + !AB +w (ñì. ðèñ. 19).
A0
B0
BA
M
N
An
ACn
v0 v w0 w
Ðèñ. 19.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [16], Ëåêöèÿ 19; [1], Ãë. XI, XII;
[2], Ãë. IV, 2428; [12], Ãë. 4, 1.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [20], 1297, 1298, 1299, 1300, 1308, 1310,
1311, 1312, 1313, 1317, 1318, 1319, 1320, 1321, 1322, 1328, 1337,
1338, 1340, 1341; [23], 920, 921, 922, 923, 924, 926, 927, 928, 936,
940, 943, 946, 948; [4], 814, 815, 816, 817, 818, 819, 821, 822, 823,
824, 825, 844, 845, 846, 853.
39
2 Åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâà-
åòñÿ àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî En, àññîöèèðîâàííîå ñ åâêëèäî-
âûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (En; g).
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà
g : En  En 3 fx;yg 7! g(x;y) = (x;y) 2 R;
îòíîñÿùàÿ ïàðå âåêòîðîâ èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâà-
åòñÿ îñíîâíîé èëè ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñò-
âà En. Ýòà ôîðìà ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâè-
ÿì: 1) îíà ñèììåòðè÷íà, òî åñòü g(x;y) = g(y;x) äëÿ ëþáûõ
x;y 2 En, 2) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
En 3 x 7! g(x;x) 2 R
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åñòü g(x;x) > 0 ïðè ëþáîì x 2 En
è g(x;x) = 0 () x = 0.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (En; g)  åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à
Em  En  ïîäïðîñòðàíñòâî è g0  îãðàíè÷åíèå ôîðìû g
íà ïîäïðîñòðàíñòâî Em, òî åñòü g
0(x;y) = g(x;y) äëÿ ëþáûõ
x;y 2 Em. Òîãäà (Em; g0)  åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî: g0(x;x) = g(x;x) > 0 è g0(x;x) = 0
() x = 0. 
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (En; g) è (E
0
n; g
0)  åâêëèäîâû âåêòîð-
íûå ïðîñòðàíñòâà. Èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ' :
En ! E0n íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, åñëè
g0('(x); '(y)) = g(x;y) 8 x;y 2 En:
Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ' : En ! E0n, òî åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
(En; g) è (E
0
n; g
0) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.
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Ïðåäëîæåíèå. Ëþáûå äâà åâêëèäîâû âåêòîðíûå ïðîñòðàíñò-
âà (En; g) è (E
0
n; g
0) îäíîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îðòîíîðìèðî-
âàííûå áàçèñû feig è fe0ig è ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
' : En 3 x = xiei 7 ! x0 = xie0i 2 E0n:
Î÷åâèäíî (x;y) = x1y1 + : : : + xnyn = (x0;y0). 
Ìíîæåñòâî O(En) âñåõ èçîìîðôèçìîâ ' : En ! En åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâàEn íà ñåáÿ îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçè-
öèè, ÿâëÿþùóþñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå GL(En) âñåõ ëèíåéíûõ
èçîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà En íà ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
';  2 O(En), òî äëÿ ëþáûõ x;y 2 En âûïîëíÿåòñÿ
g(('  )(x); ('  )(y)) = g('((x)); '((y))) =
= g((x); (y)) = g(x;y):
(25)
Ïóñòü ' 2 O(En) è feig  îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â En,
òîãäà ij = (ei; ej) = ('(ei); '(ej)) = ('
m
i em; '
k
jek) = '
m
i '
k
jmk =Pn
k=1 '
k
i'
k
j , ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî  = ('
k
i )  îðòîãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà (> = E, ñòîëáöû ìàòðèöû  îáðàçóþò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ â Rn).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (En;En;  ) è (E 0n;E0n;  0)  åâêëèäîâû
àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà. Èçîìîðôèçì àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ
 : En ! E 0n íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ àôôèí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè àññîöèèðîâàííûé èçîìîðôèçì âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ b : En ! E0n ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëè-
äîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðåäëîæåíèå. Ëþáûå äâà åâêëèäîâû àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà
En è E 0n îäíîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâàõ En è E 0n îðòîíîð-
ìèðîâàííûå ðåïåðû fO; eig è fO0; e0ig è óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå
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ìåæäó òî÷êàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû ïî îòíîøå-
íèþ ê ýòèì ðåïåðàì. 
O e1
e2 M
O0 e01
e02
M
Ðèñ. 20.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü feig  áàçèñ (íå îáÿçàòåëüíî îðòîíîð-
ìèðîâàííûé) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En è (gij)  ìàòðèöà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ýòîì áàçèñå (gij = g(ei; ej)). Òîãäà
det (gij) > 0: (26)
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ fei0g â ïðîñòðàíñòâå En, è ïóñòü ei0 = pii0ei. Îáîçíà÷èì
G = (gij), G
0 = (gi0j0), P = (pii0). Êàê áûëî âûÿñíåíî ðàíåå
(ñì. [27], ñ. 10), G0 = P>GP , îòêóäà detG0 = detP>detG detP .
Ïîñêîëüêó fei0g  îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è, ñëåäîâàòåëüíî,
detG0 = 1, à detP> = detP , òî (detG)(detP )2 = 1, ÷òî è äîêà-
çûâàåò ïðåäëîæåíèå. 
Ïðåäëîæåíèå (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ
äâóõ âåêòîðîâ x è y åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî
 jxjjyj 6 (x;y) 6 jxjjyj: (27)
Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Åñëè âåêòîðû x è y ëèíåéíî çàâèñèìû è y = x, òî ñîîò-
íîøåíèå (27) ïðèíèìàåò âèä
 jjjxjjxj 6 (x;x) 6 jjjxjjxj
è âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì (îäíî èç íåðàâåíñòâ îêàçû-
âàåòñÿ ðàâåíñòâîì).
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2) Åñëè âåêòîðû x è y ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îíè îáðàçóþò
áàçèñ â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E2 = Lfx;yg 
En. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ
det
 
(x;x) (x;y)
(y;x) (y;y)
!
> 0 ()
() (x;x)(y;y)  (x;y)2 > 0 () jxj2jyj2 > (x;y)2:

Ñëåäñòâèå. Â ôîðìóëå (27) ðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà xky. 
Ïðè x 6= 0, y 6= 0 èç (27) ñëåäóåò, ÷òî
 1 6 (x;y)jxjjyj 6 1;
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî  2 [0; ] òàêîå, ÷òî
cos  =
(x;y)
jxjjyj : (28)
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî  2 [0; ], îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîå ôîð-
ìóëîé (28), íàçûâàåòñÿ óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x è y åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà En.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü En  åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
è A;B 2 En. ×èñëî
dist (A;B) = j !ABj
íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè A è B.
Ïðåäëîæåíèå. dist (A;B) = 0 () A = B. 
Ïðåäëîæåíèå. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, íàçû-
âàåìîå ¾íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà¿:
dist (A;B) + dist (B;C) > dist (A;C):
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ è íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Èìååì: j !ACj2 =
j !AB +   !BCj2 = ( !AB +   !BC; !AB +   !BC) = j !ABj2 + 2( !AB;  !BC) +
j  !BCj2 6 j !ABj2 + 2j !ABjj  !BCj + j  !BCj2 = (j !ABj + j  !BCj)2: 
Äâèæåíèÿ åâêëèäîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà En.
Îïðåäåëåíèå. Äâèæåíèåì åâêëèäîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñò-
âà En íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ àôôèííûõ ïðîñò-
ðàíñòâ  : En ! En.
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè äâèæåíèé àôôèííûõ ïðîñò-
ðàíñòâ, äâèæåíèå åâêëèäîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà  : En !
En ïåðåâîäèò òî÷êó M , èìåþùóþ êîîðäèíàòû fxig îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà fO; eig, â òî÷êó M 0,
èìåþùóþ òàêèå æå êîîðäèíàòû fxig îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî ðåïåðà fO0; e0ig, ãäå O0 = (O), à e0i = b(ei) = jiej.
Ìíîæåñòâî GO(En) âñåõ äâèæåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
En îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè, ÿâëÿþùóþñÿ ïîä-
ãðóïïîé â ãðóïïå GA(En) âñåõ àôôèííûõ äâèæåíèé ïðîñòðàí-
ñòâà En. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ;  2 GO(En), òî b; b 2 O(En) è,
ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (25)),[   = b  b 2 O(En).
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå En, îïðåäåëÿåìîé îðòî-
íîðìèðîâàííûì ðåïåðîì fO; eig, äâèæåíèå  2 GO(En) èìååò
óðàâíåíèÿ
yi = aikx
k + bi;
ãäå (aik)  îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (ñì. ñ. 41).
Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèå  åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè En, ñîõðàíÿþ-
ùåå îðèåíòàöèþ, èìååò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò: 
y1
y2
!
=
 
cos'   sin'
sin' cos'
! 
x1
x2
!
+
 
b1
b2
!
;
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ãäå b(e1) = e(') = e1 cos'+e2 sin'. Äâèæåíèå åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè En, íå ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ, èìååò óðàâíåíèÿ: 
y1
y2
!
=
 
cos' sin'
sin'   cos'
! 
x1
x2
!
+
 
b1
b2
!
:
Çàìå÷àíèå. Ñîîòâåòñòâèå, îòíîñÿùåå òî÷êå M 2 En åå êîîð-
äèíàòû fxig îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà fO; eig,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ àôôèííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ h : En ! Rn. Ïðåîáðàçîâàíèå xi = pii0xi
0
+ bi ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàò â En ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâî äâèæå-
íèå h  (h0) 1 : Rn ! Rn.
Rn
h  (h0) 1
//Rn
Enh
0
aaCCCCCCCC h
=={{{{{{{{
Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Em â En çàäàíî êàê ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà ñâîåãî áàçèñà: Em = Lfa1; : : : ; amg. Âñÿêèé âåêòîð
x 2 En îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû x = y+ z, ãäå
y 2 Em, z 2 E?m. Âåêòîð y íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé
âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî Em. Âåêòîð z ïðè ýòîì íàçûâà-
þò îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîñêîëüêó y 2 Em, òî ýòîò
âåêòîð ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó fa1; : : : ; amg ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Em: y = y
a. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà y
íóæíî íàéòè ÷èñëà y, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ
x = ya + z; (29)
ãäå z 2 E?m. Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ðàâåíñòâî (29) íà a, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîîðäèíàò y:
(x; a) = y
g; ãäå g = (a; a): (30)
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Òàê êàê ìàòðèöà (g) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ áà-
çèñà ïðîñòðàíñòâà Em íåâûðîæäåíà, ñèñòåìà (30) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå, íàïðèìåð, ìîæåò áûòü íàéäåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
y = g(x; a);
ãäå (g)  ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå g.
Ïðîåêöèþ y âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî Em áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: y = prEmx.
Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Îïðåäåëåíèå.Óãëîì ìåæäó âåêòîðîì x 2 En è ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì Em = Lfa1; : : : ; amg íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç óãëîâ,
îáðàçóåìûõ âåêòîðîì x 2 En ñ âåêòîðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè
ïîäïðîñòðàíñòâó Em = Lfa1; : : : ; amg.
Ýòîò óãîë ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäó âåêòîðîì x è ïðîåêöèåé
y âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî Em. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî,
÷òî óãîë ìåæäó x è y ìåíüøå óãëà ìåæäó x è ëþáûì âåêòîðîì
u 2 Em, íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðó y, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E3 = Lfx;y;ug, äëÿ êîòîðîãî ýòîò
ðåçóëüòàò óæå èçâåñòåí.
y
z x
E?m
Em
u
y
zx
Ðèñ. 21.
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî m-ïëîñêîñòè â En.
Îïðåäåëåíèå. Ðàññòîÿíèåì dist (A; m) îò òî÷êè A 2 En äî
m-ïëîñêîñòè m = fM0;Emg íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå èç ðàñ-
ñòîÿíèé îò òî÷êè A äî òî÷åê èç m.
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êàB 2 m òàêàÿ, ÷òî âåêòîð !AB
îðòîãîíàëåí Em  ýòî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-
ñòåé m è 
0
n m = fA;E?mg. Ïîêàæåì, ÷òî dist (A; m) = j
 !
ABj.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè C 2 m èìååì:  !AC2 =
(
 !
AB +
  !
BC)2 =
 !
AB2 + 2(
 !
AB;
  !
BC) +
  !
BC2 =
 !
AB2 +
  !
BC2 >
 !
AB2,
ïîñêîëüêó
 !
AB?  !BC. Ïîñêîëüêó  !AB = prE?m
  !
AM0, òî
dist (A; m) = jprE?m
  !
AM0j:
B
A
C
B M0 m
A
0n m
z
x
y
Ðèñ. 22.
Åñëèm-ïëîñêîñòü m ñ íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì Em
çàäàíà ñèñòåìîé èç n m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
baix
i + ban+1 = 0; a = 1; : : : ; n m; (31)
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò â En, îïðåäåëÿåìîé îðòîíîð-
ìèðîâàííûì ðåïåðîì, òî
E?m = Lfb1; : : : ;bn mg; ãäå ba =
nX
i=1
bai ei:
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãèïåðïëîñêîñòè n 1, çàäàííîé óðàâíåíèåì
Aix
i + An+1 = 0; (32)
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âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè fA1; : : : ; Ang ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåê-
òîðîì (íåíóëåâûì âåêòîðîì èç îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà,
îðòîãîíàëüíîãî ê íàïðàâëÿþùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó ãèïåðïëîñ-
êîñòè). Ïîýòîìó, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè 3, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷êè M(xiM) äî ãèïåðïëîñêîñòè (32):
dist (A; n 1) =
jAixiM + An+1jp
A21 + : : : + A
2
n
:
Ôîðìà îáúåìà.
Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå
" : Vn Vn  : : :Vn| {z }
p
3 fx1; : : : ;xpg 7! "(x1; : : : ;xp) 2 R
íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíûì (p-ëèíåéíûì), åñëè îíî ëèíåéíî ïî
êàæäîìó èç p åãî àðãóìåíòîâ.
Â êîîðäèíàòàõ, îïðåäåëÿåìûõ áàçèñîì feig â Vn, ïîëó÷àåì
"(x1; : : : ;xp) = "(x
i1
1 ei1; : : : ; x
ip
p eip) = "i1:::ipx
i1
1 : : : x
ip
p , ãäå "i1:::ip =
"(ei1; : : : ; eip). ×èñëà "i1:::ip íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè îòîáðàæå-
íèÿ " â áàçèñå feig. Ïîñêîëüêó êàæäûé èíäåêñ i1; : : : ; ip ó êî-
îðäèíàò "i1:::ip ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 1 äî n, òî
îáùåå êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò ó îòîáðàæåíèÿ " ðàâíî np.
Îïðåäåëåíèå. Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
" : Vn Vn  : : :Vn| {z }
p
! R
íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì (âíåøíåé p-ôîðìîé), åñëè ïðè
ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ fx1; : : : ;xpg ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
 =
 
1 2 : : : p
(1) (2) : : : (p)
!
=
 
1 2 : : : p
i1 i2 : : : ip
!
(33)
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çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ " óìíîæàåòñÿ íà çíàê ýòîé ïîäñòà-
íîâêè:
"(x(1); : : : ;x(p)) = sgn ()"(x1; : : : ;xp): (34)
Óñëîâèå (34) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî "(x1; : : : ;xp) ìåíÿåò çíàê
ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò
òðàíñïîçèöèÿì  = (ij)).
Ðàñêëàäûâàÿ àðãóìåíòû â ñîîòíîøåíèè (34) ïî áàçèñó, ïî-
ëó÷èì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (34) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî
âûïîëíÿëîñü ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ âñåâîçìîæ-
íûõ êîìáèíàöèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå " êîñîñèììåòðè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëî "i1:::ip ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ.
Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, "i1:::ip ðàâíÿåòñÿ íóëþ, åñëè êàêèå-òî äâà
èíäåêñà ñîâïàäàþò.
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü êîñîñèììåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ n
àðãóìåíòîâ  âíåøíèå n-ôîðìû. Ïóñòü "  íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ
n-ôîðìà. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè (33) âûïîëíÿåò-
ñÿ
"i1:::in = sgn ()"12:::n (35)
è "i1:::in = 0, åñëè ñðåäè èíäåêñîâ i1; : : : ; in åñòü îäèíàêîâûå. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî
"(x1; : : : ;xn) = "i1:::inx
i1
1 : : : x
in
n =
=
X
2Sn
sgn ()"12:::nx
(1)
1 : : : x
(n)
n = "12:::n det(x
i
k): (36)
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ âíåøíÿÿ n-ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì
÷èñëîì "12:::n, è âñÿêèå äâå âíåøíèå n-ôîðìû ïðîïîðöèîíàëüíû.
Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî n(Vn) âñåõ âíåøíèõ n-ôîðì
íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn èìååò ðàçìåðíîñòü 1.
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Èç (36) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàòû "12:::n ïðè çàìåíå áàçèñà ei0 = p
i
i0ei:
"1020:::n0 = "(e10; : : : ; en0) = "12:::n det(p
i
i0):
Îïðåäåëåíèå. Ôîðìîé îáúåìà íà îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäî-
âîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ âíåøíÿÿ n-ôîðìà
" íà En òàêàÿ, ÷òî "12:::n = 1 äëÿ âñÿêîãî ïðàâîãî îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà feig.
Îïðåäåëåíèå. Ïàðàëëåëåïèïåäîì (n-ìåðíûì) â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Vn, ïîñòðîåííîì íà âåêòîðàõ a1; : : : ; an, íàçû-
âàåòñÿ ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî â Vn:
P (a1; : : : ; an) = fx 2 Vn jx = t1a1+: : :+tnan; 0 6 t1; : : : ; tn 6 1g:
Çíà÷åíèå ôîðìû îáúåìà "(a1; : : : ; an) íàçûâàåòñÿ îðèåíòè-
ðîâàííûì îáúåìîì n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P (a1; : : : ; an) â
îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå En.
×èñëî
vol (a1; : : : ; an) = j"(a1; : : : ; an)j (37)
íàçûâàåòñÿ îáúåìîì n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P (a1; : : : ; an)
â En.
Ïîñêîëüêó ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè â En ôîðìà îáúåìà ìåíÿ-
åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, òî ïîíÿòèå îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà
ñîõðàíÿåò ñâîé ñìûñë è â íåîðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
Âûáèðàÿ îäíó èç äâóõ âîçìîæíûõ n-ôîðì íà En, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ j"12:::nj = 1 â îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ, ìû
òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì îðèåíòàöèþ â En, ïî îòíîøåíèþ ê êîòî-
ðîé ýòà ôîðìà áóäåò ôîðìîé îáúåìà.
Ñâîéñòâà ôîðìû îáúåìà.
1. "(x1; : : : ;xn) > 0 () fx1; : : : ;xng  ïðàâûé áàçèñ,
"(x1; : : : ;xn) < 0 () fx1; : : : ;xng  ëåâûé áàçèñ,
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"(x1; : : : ;xn) = 0 () âåêòîðû fx1; : : : ;xng ëèíåéíî
çàâèñèìû.
Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (36).
2: "(u1; : : : ;un)  "(v1; : : : ;vn) = det k(uk;v`)k : (38)
Çäåñü è íèæå äëÿ ìàòðèöû ñ êîìïîíåíòàìè aij èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå kaijk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòàì, îïðåäåëÿåìûì ïðàâûì îðòîíîð-
ìèðîâàííûì áàçèñîì, èìååì:
det k(uk;v`)k = det
 nX
i=1
uikv
i
`
 =
= det(kuikk  kvj`k>) = det kuikk  det kvj`k: 
3: ("(x1; : : : ;xn))2 = det k(xk;x`)k : (39)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â (38) ui = vi = xi. 
4. ("i1:::in)
2 = det(gij).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü xk = ek â ôîðìóëó
(39). 
5. Íà âñÿêîì îðèåíòèðîâàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå Em  En,
n > m > 1, âîçíèêàåò ñâîÿ ôîðìà îáúåìà. Îáúåìm-ìåðíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà â En ïîýòîìó ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó (39):
vol (a1; : : : ; am) =
p
det G (a1; : : : ; am); (40)
ãäå
G (a1; : : : ; am) =
0BBB@
(a1; a1) (a1; a2) : : : (a1; am)
(a2; a1) (a2; a2) : : : (a2; am)
... ... . . . ...
(am; a1) (am; a2) : : : (am; am)
1CCCA
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 ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ
a1; : : : ; am, íàçûâàåìàÿ ìàòðèöåé Ãðàìà.
Çàìå÷àíèÿ.
1. Ïî ôîðìóëå (40) ìîæíî âû÷èñëÿòü îáúåìû â òîì ÷èñëå è
n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.
2. Èç ôîðìóëû (40) ñëåäóåò, ÷òî det G (a1; : : : ; am) = 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû a1, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìû.
6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî En ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ
ñóììó
En = EmE?m; ãäå Em = Lfa1; : : : ; amg; E?m = Lfb1; : : : ;bn mg:
Òîãäà
vol (a1; : : : ; am;b1; : : : ;bn m) = vol (a1; : : : ; am)vol (b1; : : : ;bn m):
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (40), êîòîðàÿ ñïðà-
âåäëèâà ïðè ëþáîì m = 1; : : : ; n. Èç òîãî, ÷òî (a;ba) = 0 äëÿ
âñåõ  = 1; : : :m è âñåõ b = 1; : : : ; n m, ïîëó÷àåì
G (a1; : : : ; am;b1; : : : ;bn m) =
=
 
G (a1; : : : ; am) 0
0 G (b1; : : : ;bn m)
!
;
îòêóäà è ñëåäóåò ðåçóëüòàò. 
Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äîm-ïëîñêîñòè.
Ïóñòü çàäàíû òî÷êà M1 ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r1 è m-ïëîñêîñòü
m, èìåþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ r = r0 + t
a. Ðàñ-
ñòîÿíèå îò M1 äî m íàõîäèòñÿ êàê ¾âûñîòà¿ (m + 1)-ìåðíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà P (a1; : : : ; am; r1 r0), îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ m-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä P (a1; : : : ; am):
dist (M1; m) =
p
detG (a1; : : : ; am; r1   r0)p
detG (a1; : : : ; am)
:
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Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèòåëü detG (a1; : : : ; am; r1  r0) íå èçìå-
íèòñÿ, åñëè çàìåíèòü òî÷êó M0(r0) íà M
0
0(r
0
0) 2 m ñ ðàäèóñ-
âåêòîðîì r00 = r0 + 
a òàêóþ, ÷òî (r1   r00) ? Lfa1; : : : ; amg.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ  íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé
(r1   r0   a; a) = 0;  = 1; : : : ;m;
èëè
(r1   r0; a) = (a; a);  = 1; : : : ;m: (41)
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (41)  ýòî ìàòðèöà Ãðà-
ìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà âåêòîðîâ a,  = 1; : : : ;m, ýòà
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â En.
Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì En = En, x 7! ex, ãäå ex(y) =
(x;y), ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àíàëîã âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
â En.
Ôèêñèðóÿ â ôîðìå îáúåìà "(x1; : : : ;xn) ïåðâûå n 1 àðãóìåí-
òîâ x1 = a1; : : : ;xn 1 = an 1, à ïîñëåäíèé îñòàâëÿÿ ïðîèçâîëü-
íûì: xn = x, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ôîðìóeb(x) = "(a1; : : : ; an 1;x):
Ôîðìå eb 2 En â êàíîíè÷åñêîì èçîìîðôèçìå ñîîòâåòñòâóåò íåêî-
òîðûé âåêòîð b 2 En. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå
e" : En  En  : : : En| {z }
n 1
3 fa1; : : : ; an 1g 7! b 2 En;
ãäå
(b;x) = eb(x) = "(a1; : : : ; an 1;x): (42)
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð b, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ñîîòíî-
øåíèåì (42), íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ
a1; : : : ; an 1.
53
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
b = [a1; : : : ; an 1]:
Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
1. Îòîáðàæåíèå e" : En En  : : :En ! En ïîëèëèíåéíî è
êîñîñèììåòðè÷íî.
Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ïîëèëèíåéíîñòè è êîñîñèììåòðè÷-
íîñòè ôîðìû îáúåìà. Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà îñòàþòñÿ â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ.
2. Åñëè b = [a1; : : : ; an 1], òî (b; ak) = 0, k = 1; : : : ; n  1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü x =
ak â ôîðìóëó (42).
3. Åñëè âåêòîðû a1; : : : ; an 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è
b = [a1; : : : ; an 1], òî fa1; : : : ; an 1;bg  ïðàâûé áàçèñ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (42) ñëåäóåò, ÷òî
"(a1; : : : ; an 1;b) = (b;b) = jbj2 > 0:

4. j[a1; : : : ; an 1]j = vol (a1; : : : ; an 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = [a1; : : : ; an 1]. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
(42) è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 6 ôîðìû îáúåìà, ïîëó÷àåì
÷òî jbj2 = (b;b) = "(a1; : : : ; an 1;b) = vol (a1; : : : ; an 1;b) =
vol (a1; : : : ; an 1)  jbj. 
5. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ïðàâûì îðòîíîðìèðî-
âàííûì áàçèñîì,
[a1; : : : ; an 1] =

a11 a
1
2 : : : a
1
n 1 e1
a21 a
2
2 : : : a
2
n 1 e2
... ... . . . ... ...
an1 a
n
2 : : : a
n
n 1 en
 : (43)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèâ âåêòîð b = [a1; : : : ; an 1] ñêàëÿðíî
íà âåêòîð ei, ïîëó÷èì
bi = (b; ei) = "(a1; : : : ; an 1; ei) =

a11 a
1
2 : : : a
1
n 1 0
... ... . . . ... ...
ai1 a
i
2 : : : a
i
n 1 1
... ... . . . ... ...
an1 a
n
2 : : : a
n
n 1 0

;
÷òî î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ i-òîé êîîðäèíàòîé âåêòîðà, ñòîÿùåãî
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (43).
6. Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â En êîîðäèíàòû âåê-
òîðà b = [a1; : : : ; an 1] âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
bj = e" ji1:::in 1 ai11 : : : ain 1n 1 ; ãäå e" ji1:::in 1 = "i1:::in 1kgkj:
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó eb(x) = "(a1; : : : ; an 1;x), òî
bk = "(a1; : : : ; an 1; ek) = "i1:::in 1ka
i1
1 : : : a
in 1
n 1
è
bj = bkg
kj = "i1:::in 1jg
jmai11 : : : a
in 1
n 1 :

Ïîâåäåíèå îáúåìîâ ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Ïóñòü àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå  : En ! En â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå fekg çàäàíî óðàâíåíèÿìè yi = ijxj + bi. Îáú-
åì vol (u1; : : : ;un) n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P (u1; : : : ;un) â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (37) ðàâåí j det(ujk) j. Ïðè àôôèííîì
ïðåîáðàçîâàíèè  ïàðàëëåëåïèïåä P (u1; : : : ;un) ïåðåõîäèò â ïà-
ðàëëåëåïèïåä P (v1; : : : ;vn), ãäå vk = b(uk), vik = ijujk. Ïîýòîìó
vol (v1; : : : ;vn) = j det(vik) j = j det(ijujk)j =
= j det(ij)j  j det(u`k)j = j det(ij)j  vol (u1; : : : ;un):
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n-ìåðíûõ òåë â En, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî
ïîíÿòèå îáúåìà (íàïðèìåð, äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ), ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè  : En !
En n-ìåðíîå òåëî   En ïåðåõîäèò â òåëî 0. Òîãäà îòíîøå-
íèå îáúåìîâ vol (0)=vol () åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ äëÿ äàí-
íîãî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ , ðàâíàÿ îáúåìó îáðàçà (C)
n-ìåðíîãî êóáà C ñ ðåáðîì åäèíè÷íîé äëèíû.
Ðåáðà n-ìåðíîãî êóáà C, âûõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðû fekg îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà
fO; ekg. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ýòèì ðåïåðîì, êóá
C çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ 0 6 xi 6 1, i = 1; : : : ; n.
Îïðåäåëåíèå. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå  : En ! En íàçû-
âàåòñÿ ýêâèàôôèííûì, åñëè ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè îáúåìû
òåë íå èçìåíÿþòñÿ.
Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå  ÿâëÿåòñÿ ýêâèàôôèííûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé îðòî-
íîðìèðîâàííûì ðåïåðîì, j det(ij)j = 1.
Çàäà÷à 17. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð òåòðàýäðà, äåëèò åãî îáúåì
ïîïîëàì.
Ðèñ. 23.
Ðåøåíèå. Âñÿêèé òåòðàýäð ìîæíî ïåðåâåñòè àôôèííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå îáú-
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åìîâ òåë ñîõðàíÿåòñÿ ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, òî çà-
äà÷ó äîñòàòî÷íî ðåøèòü äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. Íî ïðÿ-
ìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð ïðàâèëü-
íîãî òåòðàýäðà, ÿâëÿåòñÿ åãî îñüþ ñèììåòðèè. 
Çàäà÷à 18. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äâà ñîïðÿæåííûõ ïîëóäèàìåòðà ýëëèïñà è
õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ èõ êîíöû, íå çàâèñèò îò âûáîðà äèàìåòðîâ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ýëëèïñ çàäàí óðàâíåíèåì
x2
a2
+
y2
b2
= 1. Ïðè
àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè
x0 =
x
a
; y0 =
y
b
ýòîò ýëëèïñ ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ñ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1.
Âñÿêèé òðåóãîëüíèê OAB îïèñàííîãî â çàäà÷å âèäà ïðè ýòîì
ïåðåõîäèò â ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êà-
òåòàìè äëèíû 1. Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
OAB ðàâíà ab=2. 
Çàäà÷à 19. Îêîëî ýëëèïñà îïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê. Äîêàçàòü,
÷òî ñóììà ïëîùàäåé äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùåé âåð-
øèíîé öåíòð ýëëèïñà, à îñíîâàíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé
äâóõ äðóãèõ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íóæíî àôôèííûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïåðåâåñòè ýëëèïñ â îêðóæíîñòü è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîé-
ñòâàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè. 
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [12], Ãë. 4; [21], Ãë. II, 1, 2, 4,
Ãë. III; [1], Ãë. XVI.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [20], 1366, 1367, 1370, 1371, 1374, 1377,
1402, 1403; [23], 962, 963, 964, 965, 966, 967, 968, 971, 981, 1003;
[4], 867, 873, 881, 882, 887, 888, 892.
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3 Ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå
Ðàññìàòðèâàåì àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An âìåñòå ñ íåêîòîðîé
åãî êîìïëåêñèôèêàöèåé ACn .
Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà â An íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê   ACn , êîòîðîå â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé íåêîòîðûì àôôèííûì ðåïåðîì fO; eig
ïðîñòðàíñòâà An, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè
nX
i=1
aii(x
i)2 +
nX
i<j
2aijx
ixj +
nX
i=1
2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0: (44)
Ìíîæåñòâî   ACn , î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Ïðèäàâàÿ
âñåì, êðîìå îäíîé, êîîðäèíàòàì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ (èç C),
ïîëó÷èì êâàäðàòíîå (èëè ëèíåéíîå) óðàâíåíèå, êîòîðîå ðàçðå-
øèìî íàä C.
Ìíîãî÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (44) áóäåì îáîçíà÷àòü
äëÿ êðàòêîñòè F (xk) èëè F (x1; : : : ; xn).
Ìíîæåñòâî  ïðè n = 2 íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà,
à ïðè n = 3  ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå êðèâîé
âòîðîãî ïîðÿäêà â A2 èìååò âèä
a11(x
1)2 + 2a12x
1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x
1 + 2a23x
2 + a33 = 0; (45)
à óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â A3 âèä
a11(x
1)2 + a22(x
2)2 + a33(x
3)2 + 2a12x
1x2 + 2a13x
1x3+
+ 2a23x
2x3 + 2a14x
1 + 2a24x
2 + 2a34x
3 + a44 = 0:
Ïîëàãàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî aji = aij ïðè j > i, óðàâíåíèå
(44) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0; aij; ai n+1 2 R: (46)
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Êàæäîå ïðîèçâåäåíèå xkx` ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èí-
äåêñîâ k 6= ` âñòðå÷àåòñÿ â ñóììå aijxixj â óðàâíåíèè (46) äâà
ðàçà: xkx` ñ êîýôôèöèåíòîì ak` è x
`xk ñ êîýôôèöèåíòîì a` k.
Íàïðèìåð, x2x5 ñîäåðæèòñÿ â ñëàãàåìûõ a25x
2x5 è a52x
5x2.
Â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü çàäà-
íà óðàâíåíèåì (46), â êîòîðîì aij = aji. Êðîìå òîãî, áóäåì
òàêæå âñåãäà ïîëàãàòü, ÷òî an+1 j = aj n+1. Òîãäà èç êîýôôè-
öèåíòîâ óðàâíåíèÿ (46) ìîæíî ñîñòàâèòü äâå ñëåäóþùèå ñèì-
ìåòðè÷íûå ìàòðèöû: A = (aij), i; j = 1; : : : ; n è eA = (a),
;  = 1; : : : ; n + 1. Ìàòðèöà A = (aij) ñîñòîèò èç êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè xixj, à â ìàòðèöå eA = (a) ïðèñóòñòâóþò âñå êîýôôè-
öèåíòû. Íàïðèìåð, ïðè n = 2,
A =
 
a11 a12
a21 a22
!
; eA =
0B@ a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33
1CA :
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû A è eA ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè íåêîòî-
ðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, àññîöèèðîâàííûõ ñ óðàâíåíèåì (46).
Ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (46) ïðè çàìåíå
àôôèííîãî ðåïåðà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (46), à íå îïðåäåëÿåìîå èì ìíîæåñòâî òî-
÷åê. Ìû íå áóäåì îñóùåñòâëÿòü íèêàêèõ äåéñòâèé ñ óðàâíåíèåì
â òîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ. Íà-
ïðèìåð, óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà F (xk) â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(46) íà íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî íå èçìåíÿåò ìíîæåñòâî ,
íî èçìåíÿåò ñàìî óðàâíåíèå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â íàñòîÿùèé
ìîìåíò ìû ñ÷èòàåì íåèçâåñòíûì, êàê èìåííî ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé óðàâíåíèå è îïðåäåëÿåìîå èì ìíîæåñòâî òî÷åê.
Ðàññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò âAn, îïðåäåëÿåìóþ ðå-
ïåðîì fO0; e0ig. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó ðåïåðó êîîðäèíàòû òî÷åê
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â An ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
xi = pii0x
i0 + bi: (47)
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (47) â óðàâíåíèå (46), ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå F 0(x1
0
; : : : ; xn
0
) = 0 ãèïåðïîâåðõíîñòè  â íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Èìååì
F (xk) = aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 =
aij(p
i
i0x
i0 + bi)(pjj0x
j0 + bj) + 2ai n+1(p
i
i0x
i0 + bi) + an+1n+1 =
(aijp
i
i0p
j
j0)x
i0xj
0
+ (aijp
i
i0x
i0bj + aijb
ipjj0x
j0 + 2ai n+1p
i
i0x
i0) +
+ (aijb
ibj + 2ai n+1b
i + an+1n+1) =
= ai0j0x
i0xj
0
+ 2ai0 (n+1)0x
i0 + a(n+1)0 (n+1)0 = F (x
k0):
Ñîáèðàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû (ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû
(aij) è ìåíÿÿ èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè),
ïîëó÷èì
ai0j0 = aijp
i
i0p
j
j0; ai0 (n+1)0 = (aijb
j + ai n+1)p
i
i0;
a(n+1)0 (n+1)0 = F (b
1; : : : ; bn):
(48)
Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà ai0 (n+1)0 ìû ïîëü-
çîâàëèñü òåì, ÷òî èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ íå èìååò êîíêðåòíîãî
çíà÷åíèÿ, è ïîýòîìó åãî ìîæíî çàìåíÿòü íà ëþáîé äðóãîé ñ òîé
æå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ: aijb
icj = ak`b
kc`. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ íàçûâàþò òàêæå ¾íåìûìè¿ èíäåêñàìè.
Ïðè ýòîì îäèí è òîò æå èíäåêñ íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äâà ðà-
çà êàê èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ â îäíîì è òîì æå âûðàæåíèè. Ïðè
âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà ai0 (n+1)0 ó÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùåå:
aijb
ipjj0x
j0 = ak`b
kp``0x
`0 = ajib
jpii0x
i0 = aijp
i
i0x
i0bj:
Èç ôîðìóë (48) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Ñòåïåíü óðàâíåíèÿ (46) èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.
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Ñëåäñòâèå 2. Ôîðìóëîé '(u) = aiju
iuj èíâàðèàíòíî (íåçàâè-
ñèìî îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò) îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn, àññîöèèðîâàííîì ñ
àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì An.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïåðâîé ôîðìóëû (48) ïîëó÷àåì
ai0j0u
i0uj
0
= (aijp
i
i0p
j
j0)u
i0uj
0
= aij(p
i
i0u
i0)(pjj0u
j0) = aiju
iuj:

Îòìåòèì íåîáõîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîð-
ìóë (48). Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò èìååò âèä
xi = xi
0
+ bi;
òî åñòü, åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò,
òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (46) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
ai0j0 = aij; ai0 (n+1)0 = aijb
j + ai n+1;
a(n+1)0 (n+1)0 = F (b
1; : : : ; bn):
(49)
Îêàçûâàåòñÿ, ìàòðèöà eA = (a) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû, îïðåäåëåííîé íà íåêîòîðîì (n + 1)-ìåðíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, àíàëîãè÷íîé
ìàòðèöå A = (aij) äëÿ óðàâíåíèÿ íåêîòîðîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
â (n + 1)-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, à èìåííî, ìàòðèöàeA àññîöèèðîâàíà ñ óðàâíåíèåì êîíóñà e â An+1, íàïðàâëÿþ-
ùåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü . Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä
ax
x = 0. Â ñëó÷àå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ óðàâíåíèåì (45)
a11(x
1)2 + 2a12x
1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x
1 + 2a23x
2 + a33 = 0
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü e â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çà-
äàåòñÿ óðàâíåíèåì
a11(x
1)2+2a12x
1x2+ a22(x
2)2+2a13x
1x3+2a23x
2x3+ a33(x
3)2 = 0:
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Ðàññìîòðèì óêàçàííóþ êîíñòðóêöèþ ïîäðîáíåå â îáùåì âèäå.
Ïîìåñòèì àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An êàê ãèïåðïëîñêîñòü n
â íåêîòîðîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâîAn+1, ò. å. îñóùåñòâèì íåêî-
òîðûé èçîìîðôèçì
' : An ! n  An+1:
Ïðè ýòîì
'C : ACn ! Cn  ACn+1:
Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà An+1 ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, Vn+1 =
VnR. Äàëåå, âûáåðåì è çàôèêñèðóåì òî÷êó Q 2 An+1, íå ïðè-
íàäëåæàùóþ ãèïåðïëîñêîñòè n. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâàVn+1 =
Vn  R ìîæíî âçÿòü Q = 0 è n = Vn  1. Ðåïåðó fO; eig,
i = 1; : : : ; n, â ïðîñòðàíñòâåAn  n ñîïîñòàâèì ðåïåð fQ; eg =
fQ; ei; en+1 =  !QOg,  = 1; : : : ; n + 1, â ïðîñòðàíñòâå An+1.
Q ei
ei
O
en+1
n = An
Ðèñ. 24.
Ïðè ýòîì â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ðåïåðîì fQ; eg,
ãèïåðïëîñêîñòü n áóäåò èìåòü óðàâíåíèå x
n+1 = 1, à ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êàM 2 n áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (x1; : : : ; xn;xn+1 = 1),
ãäå (x1; : : : ; xn)  êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê ðå-
ïåðó fO; eig. Ãèïåðïîâåðõíîñòü   ACn , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê
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ïîäìíîæåñòâî â ACn+1, çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
xn+1 = 1; aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0; (50)
êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé
xn+1 = 1; aijx
ixj + 2ai n+1x
ixn+1 + an+1n+1x
n+1xn+1 = 0: (51)
Âòîðîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (50) çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå An+1
ãèïåðïîâåðõíîñòü , íàçûâàåìóþ öèëèíäðîì c íàïðàâëÿþùåé
(n   1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ . Âòîðîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû
(51) èìååò âèä ax
x = 0 è ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Åñëè ýòî-
ìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûé íàáîð ÷èñåë (x0 ), òî è
íàáîð (tx0 ) ïðè âñÿêîì t 2 R òàêæå áóäåò åìó óäîâëåòâîðÿòü.
Òàêèì îáðàçîì, âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé M0 ãèïåðïîâåðõíîñòüe ñîäåðæèò âñþ ïðÿìóþ QM0. Ãèïåðïîâåðõíîñòü e íàçûâàåòñÿ
êîíóñîì ñ âåðøèíîé Q è íàïðàâëÿþùåé (n  1)-ìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ .
Ãèïåðïîâåðõíîñòü  ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïåðåñå-
÷åíèÿ  = e \ n.
An

An
e Q
Ðèñ. 25.
Ïåðåõîäó (47) îò ðåïåðà fO; eig ê ðåïåðó fO0; e0ig â ïðîñòðàí-
ñòâå An â ïðîñòðàíñòâå An+1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä îò ðåïåðà
63
fQ; eg ê ðåïåðó fQ; e0g, ãäå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà e0 = ep0e
èìååò âèä:
ei0 = p
i
i0ei; e(n+1)0 = b
iei + en+1 : (52)
Äåéñòâèòåëüíî, e(n+1)0 =
  !
QO0 =
 !
QO +
  !
OO0 = en+1 +
  !
OO0.
Q
O0
O
en+1 e(n+1)0
b = biei
Ðèñ. 26.
Èç óðàâíåíèé (52) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà eP = (ep0) ïðåîáðàçîâà-
íèÿ áàçèñà èìååò ñëåäóþùèé âèä: epii0 = pii0, epn+1i0 = 0, epi(n+1)0 = bi,epn+1(n+1)0 = 1, òî åñòü,
eP =
0BBB@
b1
P ...
bn
0 : : : 0 1
1CCCA ;
ãäå P = (pii0). Ïðè n = 2 ìàòðèöà
eP èìååò âèä
eP =
0B@ p110 p120 b1p210 p220 b2
0 0 1
1CA :
Ïðåîáðàçîâàíèþ ðåïåðà (52) ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò x = ep0x0 (íà÷àëî ðåïåðà íå èçìåíÿåòñÿ) â ïðîñòðàí-
ñòâå An+1, èìåþùåå âèä
xi = pii0x
i0 + bix(n+1)
0
; xn+1 = x(n+1)
0
: (53)
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Ïðè n = 2 ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä
x1 = p110x
10 + p120x
20 + b1x3
0
; x2 = p210x
10 + p220x
20 + b2x3
0
; x3 = x3
0
:
Ìàòðèöû eA = (a) è eA0 = (a00), ñîñòàâëåííûå ñîîòâåòñòâåí-
íî èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé F (xk) = 0 è F 0(xk
0
) = 0, îïðåäå-
ëÿþùèõ ãèïåðïîâåðõíîñòü  â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîð-
äèíàò, ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è ìàòðèöàìè, ñîñòàâëåííûìè èç
êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ xx è x
0
x
0
â óðàâíåíèÿõ
ãèïåðïîâåðõíîñòè e. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíè-
ÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé è ñàìèìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè íå ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîçíà÷íîé, à òàêæå, ïîñêîëüêó êîíóñ e ìîæåò ñîäåðæàòü
ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå, ïàðàëëåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè n,
ìû íå ìîæåì îòñþäà ñðàçó çàêëþ÷èòü, ÷òî e'(w) = aww 
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà Vn+1, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò â An.
Êîîðäèíàòû âåêòîðà w 2 Vn+1 ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäè-
íàò (53) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òàêîìó æå çàêîíó (53), ïîñêîëüêó
íà÷àëî ðåïåðà â An+1 íå èçìåíÿåòñÿ, òî åñòü, w = ep0w0:
wi = pii0w
i0 + biw(n+1)
0
; wn+1 = w(n+1)
0
: (54)
Ïîäñòàâëÿÿ â aw
w âûðàæåíèÿ (54) è ó÷èòûâàÿ (48), ïîëó-
÷àåì:
aw
w = aijw
iwj + 2ai n+1w
iwn+1 + an+1n+1w
n+1wn+1 =
= aij(p
i
i0w
i0 + biw(n+1)
0
)(pjj0w
j0 + bjw(n+1)
0
)+
+ 2ai n+1(p
i
i0w
i0 + biw(n+1)
0
)w(n+1)
0
+ an+1n+1w
(n+1)0w(n+1)
0
=
= (aijp
i
i0p
j
j0)w
i0wj
0
+ 2(aijb
j + ai n+1)p
i
i0w
i0w(n+1)
0
+
+ (aijb
ibj + 2ai n+1b
i + an+1n+1)w
(n+1)0w(n+1)
0
=
= ai0j0w
i0wj
0
+ 2ai0 (n+1)0w
i0w(n+1)
0
+ an+1n+1w
(n+1)0w(n+1)
0
=
= a00w
0w
0
:
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Òàêèì îáðàçîì, e'(w) = aww  êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Àôôèííûå èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè â An.
Îïðåäåëåíèå. Àôôèííûì èíâàðèàíòîì óðàâíåíèÿ (46) ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå An íàçûâàåò-
ñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ I(a11; : : : ; an+1n+1) îò êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî
óðàâíåíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå àôôèí-
íîãî ðåïåðà â An.
Êàê ñëåäñòâèå ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, ïîëó÷àåì:
Ïðåäëîæåíèå. Èíâàðèàíòû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ' è e', àññî-
öèèðîâàííûõ ñ óðàâíåíèåì (46) ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, à èìåííî, ðàíãè, ñèãíàòóðû, ïîëîæèòåëüíûå è îòðè-
öàòåëüíûå èíäåêñû èíåðöèè, ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè èíâàðèàí-
òàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ
çíàêè îïðåäåëèòåëåé detA è det eA.
Òàê, óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû
x2 + y2 = 1; x2   y2 = 1; y2 = 2px
ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿìè èíâàðèàíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàä-
ðàòè÷íûì ôîðìàì '
x2 + y2; x2   y2; y2:
Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû e'
x2 + y2   z2; x2   y2   z2; y2   2pxz
äëÿ íèõ îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà).
Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðÿìîé.
Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ` âAn ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v, ïðî-
õîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0. Ýòà ïðÿìàÿ èìååò ñëåäóþùèå óðàâ-
íåíèÿ: xi = xi0 + tv
i. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé `
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ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðïîâåðõíîñòè  ïîäñòàâèì åå óðàâíåíèÿ â
óðàâíåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t:
aij(x
i
0 + tv
i)(xj0 + tv
j) + 2ai n+1(x
i
0 + tv
i) + an+1n+1 = 0: (55)
Êàæäîìó ðåøåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ t = t1 ñîîòâåòñòâóåò îá-
ùàÿ òî÷êà ïðÿìîé ` è ãèïåðïîâåðõíîñòè  ñ êîîðäèíàòàìè xi =
xi0+t1v
i. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèå (56) ïðè-
íèìàåò âèä
(aijv
ivj) t2 + 2(aijx
j
0v
i + ai n+1v
i) t + F (xk0) = 0: (56)
Êîýôôèöèåíò ïðè t â ïåðâîé ñòåïåíè â óðàâíåíèè (56) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå Fi(x
k
0)v
i, ãäå Fi(x
k) = 2(aijx
j + ai n+1) =
@F=@xi, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (56) ïðèíèìàåò âèä
'(v)t2 + Fi(x
k
0)v
it + F (xk0) = 0: (57)
Çàìå÷àíèå. Âûøåóêàçàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå @F=@xi
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìàëüíî êàê îïåðàòîðû íà êîëüöå ìíîãî÷ëå-
íîâ
@
@xi
: R[x1; : : : ; xn]! R[x1; : : : ; xn]
è íå òðåáóþò äëÿ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî àðãóìåíòû ôóíêöèé
F (xi) â ðàìêàõ íàøèõ ðàññìîòðåíèé ìîãóò ïðèíèìàòü è êîì-
ïëåêñíûå çíà÷åíèÿ (ñì., íàïð., [11]).
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð v íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì âåê-
òîðîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', åñëè '(v) = 0. Ïðÿìàÿ ` íàçû-
âàåòñÿ ïðÿìîé àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà , åñëè åå íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð v ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì âåêòîðîì êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû ', àññîöèèðîâàííîé ñ óðàâíåíèåì ýòîé ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè, òî åñòü åñëè aijv
ivj = 0.
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Ïåðâûé ñëó÷àé: ïðÿìàÿ ` èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëå-
íèå.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (57) ïðèíèìàåò âèä
Fi(x
k
0)v
it + F (xk0) = 0: (58)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíû íóëþ èëè íåò
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (58), âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó-
÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìàÿ ` îòíîñèòåëüíî ãèïåðïîâåðõíîñòè .
1) Åñëè Fi(x
k
0)v
i 6= 0, òî ïðÿìàÿ ` èìååò îäíó îáùóþ òî÷êó
ñ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ . Ýòîò ñëó÷àé íóæíî îòëè÷àòü îò òîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñîâïàäàþò, è ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè (ñì. ñ. 75).
2) Åñëè Fi(x
k
0)v
i = 0, à F (xk0) 6= 0, òî ` \  = ?. Ïðè ýòîì ó
ïðÿìîé è ãèïåðïîâåðõíîñòè íåò íè îäíîé îáùåé òî÷êè â ACn , íè
âåùåñòâåííîé, íè êîìïëåêñíîé.
3) Åñëè Fi(x
k
0)v
i = F (xk0) = 0, òî ïðÿìàÿ ` öåëèêîì ëåæèò íà
ãèïåðïîâåðõíîñòè .
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàññìîòðåííûõ òðåõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæå-
íèÿ ïðÿìîé àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïðèìåðû. Íàïðàâëåíèå a = f1; 0; 1g ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèì äëÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà : x2 + y2   z2 = 1.
Ïðÿìàÿ `1: x = z + 1, y = 0 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a èìååò
îäíó îáùóþ òî÷êó (1; 0; 0) c ; ïðÿìàÿ `2: x = z, y = 0 ñ íàïðàâ-
ëÿþùèì âåêòîðîì a íå èìååò íè îäíîé îáùåé òî÷êè c ; ïðÿìàÿ
`3: x = z, y = 1 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a öåëèêîì ëåæèò íà
ãèïåðáîëîèäå .
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zx
y
`2
`3`1
Ðèñ. 27.
Âòîðîé ñëó÷àé: ïðÿìàÿ ` èìååò íåàñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëå-
íèå.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (57) èìååò äâà ðåøåíèÿ t1 è t2, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè ñîïðÿæåí-
íûìè. Ýòèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóþò äâå òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ M1 è M2 ïðÿìîé ` è ãèïåðïîâåðõíîñòè . Ýòè òî÷êè
M1 èM2 ïðèíàäëåæàò êîìïëåêñèôèêàöèè ACn , òî åñòü, â îáùåì
ñëó÷àå îíè ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó An  ACn .
Îïðåäåëåíèå.ÎòðåçîêM1M2 íàçûâàåòñÿ õîðäîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè . Õîðäîé íàçûâàþò òàêæå è âñþ ïðÿìóþ M1M2.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òî÷êà A, ÿâëÿþùàÿñÿ ñåðåäèíîé õîð-
äû. Ïóñòü tA  ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé
òî÷êå. Òîãäà tA =
1
2(t1 + t2).
Õîðäà M1M2 èìååò óðàâíåíèÿ x
i = xi0 + tv
i, ãäå (xi0)  êî-
îðäèíàòû òî÷êè M0, ÷åðåç êîòîðóþ ìû ïðîâîäèëè ïðÿìóþ ` â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà v. Òî÷êà M0 âûïîëíÿåò ôóíêöèþ íà÷àëà
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êîîðäèíàò íà ýòîé ïðÿìîé (â ýòîé òî÷êå êîîðäèíàòà t ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ). Ýòî ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ïðÿìîé `, íà êîòîðóþ èçíà÷àëüíî íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé. Ñåé÷àñ ìû ìîæåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òî÷êà M0
ñîâïàäàëà ñ òî÷êîé A. Â ýòîì ñëó÷àå tA = 0 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, 12(t1 + t2) = 0. Íî òîãäà, ïî òåîðåìå Âèåòà äëÿ êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ (57), èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
Fi(x
k
0)v
i = 0 èëè (aijx
j
0 + ai n+1)v
i = 0:
Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåêîòîðàÿ õîðäà ãèïåðïîâåðõíîñòè  èìååò
íåàñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå v, òî åå ñåðåäèíà óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ
(aijx
j + ai n+1)v
i = 0: (59)
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà C íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè , åñëè âñå õîðäû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòó òî÷êó, äåëÿòñÿ
â íåé ïîïîëàì, òî åñòü åñëè C  öåíòð ñèììåòðèè ãèïåðïî-
âåðõíîñòè .
Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåàñèìïòîòè-
÷åñêèõ âåêòîðîâ v1; : : : ;vn. Íàïðèìåð, åñëè eb{  áàçèñ â Vn, â
êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä
' =
brX
bk=b1
(xbk)2;
òî ìîæíî âçÿòü vk = ebk ïðè k = 1; : : : ; r è vk = ebk + eb1 ïðè k =
r + 1; : : : ; n. Ïîäñòàâëÿÿ êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ â óðàâíåíèå
(59), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî êîîðäèíàòû xiC öåíòðà C, åñëè îí
ñóùåñòâóåò, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé
(aijx
j
C + ai n+1)v
i
k = 0; k = 1; : : : ; n: (60)
Òàê êàê ìàòðèöà (vik) íåâûðîæäåíà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (60)
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ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:
aijx
j + ai n+1 = 0; i = 1; : : : ; n; (61)
êîòîðóþ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå
Fi(x
j) = 0; i = 1; : : : ; n:
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (61) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà det(aij) 6= 0, òî åñòü êîãäà rank' = n. Â
ýòîì ñëó÷àå ãèïåðïîâåðõíîñòü  èìååò åäèíñòâåííûé öåíòð C.
Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïîâåðõíîñòü  íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé,
åñëè
det(aij) 6= 0:
Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü  íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé, òî ëèáî
îíà íå èìååò íè îäíîãî öåíòðà (êîãäà ñèñòåìà (61) íå ñîâìåñòíà),
ëèáî âñå öåíòðû ãèïåðïîâåðõíîñòè îáðàçóþò m-ìåðíóþ ïëîñ-
êîñòü, ãäå m = n  rank'.
Çàäà÷à 20. Íàéòè öåíòð ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå, çàäàííîé óðàâíåíèåì 4xy+4xz  4y  4z  1 = 0.
Ðåøåíèå. Ìàòðèöà (a) äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä0BBB@
0 2 2 0
2 0 0  2
2 0 0  2
0  2  2 1
1CCCA :
Êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ñòî-
ÿò â ïåðâûõ òðåõ ñòðîêàõ. Ñàìà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä
2y + 2z = 0
2x  2 = 0
2x  2 = 0:
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Ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îáùåå åå ðåøåíèå èìååò âèä x = 1, y =
 t, z = t. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò öåëóþ
ïðÿìóþ öåíòðîâ. 
Ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò â öåíòð ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü òî÷êà C(xiC)  íåêîòîðûé öåíòð ãèïåðïîâåðõíîñòè 
(ìîãóò áûòü è äðóãèå öåíòðû, òî åñòü åäèíñòâåííîñòü öåíòðà íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ). Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó C. Óðàâ-
íåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èìåþò âèä
xi = xi
0
+ xiC . Èç ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-
íåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè (49) ñëåäóåò, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò
ai0 (n+1)0 = aijx
j
C + ai n+1 = 0:
Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå
ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà , òî óðàâíåíèå ãèïåðïî-
âåðõíîñòè íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, òî åñòü èìå-
åò âèä
aijx
ixj + an+1n+1 = 0: (62)
Çàäà÷à 21.Êàêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ïîâåðõíîñòü èç ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, åñëè ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò â îäèí èç åå
öåíòðîâ?
Ðåøåíèå. Âûáåðåì öåíòð C ïîâåðõíîñòè, èìåþùèé êîîðäèíà-
òû (1; 0; 0). Ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò â ýòîò öåíòð êîýô-
ôèöèåíòû ïðè ÷ëåíàõ âòîðîé ñòåïåíè îñòàþòñÿ òåìè æå ñàìûìè,
êîýôôèöèåíòû ïðè ÷ëåíàõ ïåðâîé ñòåïåíè ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè
íóëþ, ñâîáîäíûé ÷ëåí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (49), êîòîðàÿ â
äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä a44 = F (xC; yC; zC) = F (1; 0; 0) =
 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â öåíòð,
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò âèä 4xy + 4xz   1 = 0. Íå-
òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò x0 = x,
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y0 = 4(y + z), z0 = z óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò âèä
x0y0 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð. 
Âåêòîð v ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè
(62), åñëè aijv
ivj = 0. Åñëè ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (62) êîýô-
ôèöèåíò an+1n+1 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðÿìàÿ ` ñ óðàâíåíèÿìè
xi = vit, èìåþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç öåíòð C, íå èìååò ñ  íè îäíîé îáùåé òî÷êè (íè êîìïëåêñ-
íîé, íè âåùåñòâåííîé). Ìíîæåñòâî òî÷åê âñåõ òàêèõ ïðÿìûõ îá-
ðàçóåò ãèïåðïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà 	 ñ óðàâíåíèåì
aijx
ixj = 0: (63)
Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïîâåðõíîñòü 	 ñ óðàâíåíèåì (63) íàçûâà-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì ãèïåðïîâåðõíîñòè .
Ïðèìåð. Êîíóñ 	, èìåþùèé óðàâíåíèå x2 + y2   z2 = 0, ÿâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì ãèïåðáîëîèäîâ ñ óðàâíåíèÿìè
x2 + y2   z2 = 1 è x2 + y2   z2 =  1 (ñì. [27], ñ. 108109).
Äèàìåòðàëüíûå ïëîñêîñòè.
Ïóñòü v  ôèêñèðîâàííûé íåàñèìïòîòè÷åñêèé âåêòîð ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà . Ñåðåäèíà âñÿêîé õîðäû, èìåþ-
ùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð v, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (59):
(aijx
j + ai n+1)v
i = 0: (64)
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî è ëþáàÿ òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (64), ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé íåêîòîðîé õîð-
äû ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (xi0) 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (64). ×åðåç òî÷êó M0 ñ êîîðäèíàòàìè (x
i
0)
ïðîâåäåì ïðÿìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v. Óðàâíåíèå ýòîé
ïðÿìîé èìååò âèä xi = xi0+ tv
i. Ïðè óñëîâèè (aijx
j
0+ai n+1)v
i = 0
óðàâíåíèå (56) ïðèíèìàåò âèä
(aijv
ivj) t2 + F (xk0) = 0:
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ t1 è t2 (âîîáùå ãîâîðÿ, êîì-
ïëåêñíûõ) òàêèõ, ÷òî t2 =  t1.
Îïðåäåëåíèå. ÃèïåðïëîñêîñòüD(v), èìåþùàÿ óðàâíåíèå (64),
íàçûâàåòñÿ äèàìåòðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, ñîïðÿæåííîé
íåàñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ v.
v
D(v)
M1
M0
M2
`
Ðèñ. 28.
Íàïðàâëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè îïðåäåëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì aijv
ixj = 0. Âåêòîð u ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñ-
êîñòè D(v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aijv
iuj = 0.
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå (64) äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòè ñîõðà-
íÿåò ñìûñë è â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî âåêòîðà v, åñëè ýòîò
âåêòîð íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû
 (u;w) = aiju
iwj, òî åñòü åñëè cj = aijv
i íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé
ëèíåéíîé ôîðìîé (õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë c1; : : : ; cn îòëè÷íî îò
íóëÿ).
Ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà  , àññîöèèðîâàííàÿ ñ êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìîé ', èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [12], Ãë. 1,  4)
 (u;v) =
1
2
('(u + v)  '(u)  '(v)):
Ïðè ýòîì '(u) =  (u;u), è åñëè â êîîðäèíàòàõ '(u) = aiju
iuj,
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òî  (u;v) = aiju
ivj.
Âåêòîðû u è v íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû '(u) = aiju
iuj, åñëè  (u;v) = aiju
ivj = 0.
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû u è v íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïîâåðõíîñòè , åñëè îíè ñîïðÿæåíû îò-
íîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', àññîöèèðîâàííîé ñ óðàâíå-
íèåì ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, òî åñòü åñëè aiju
ivj = 0.
Ñâîéñòâà äèàìåòðàëüíûõ ïëîñêîñòåé.
1. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü  èìååò öåíòð C, òî ýòîò öåíòð
ëåæèò íà âñÿêîé äèàìåòðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè D(v).
2. Âåêòîð u ïðèíàäëåæèò íàïðàâëÿþùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó
Vn 1(D(v)) äèàìåòðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòèD(v) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ñîïðÿæåí âåêòîðó v îòíîñèòåëüíî ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè .
Äåéñòâèòåëüíî, u 2 Vn 1(D(v)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàáîð åãî êîîðäèíàò fujg ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ aijv
ixj = 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
(64). 
Êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.
Îïðåäåëåíèå. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîðíè t1 è t2 óðàâíåíèÿ (57)
ñîâïàäàþò, òî åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà ãèïåðïîâåðõíîñòè 
è ïðÿìîé ` íàçûâàåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ` è .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà M0(x
i
0) ïðèíàäëåæèò ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè , à ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM0. Â ýòîì ñëó-
÷àå óðàâíåíèå ïðÿìîé ` ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå xi = xi0+ v
it.
Ïîñêîëüêó M0(x
i
0) 2 , òî F (xi0) = 0, è óðàâíåíèå (57) ïðèíè-
ìàåò âèä
'(v)t2 + Fi(x
k
0)v
it = 0: (65)
Òî÷êà M0(x
i
0) ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ` è  òî-
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ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (65) èìååò äâà ñîâïàäàþùèõ
êîðíÿ t1 = t2 = 0. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
Fi(x
k
0)v
i = 0 èëè (aijx
j
0 + ai n+1)v
i = 0: (66)
Ïðåäëîæåíèå. Íàáîð ÷èñåë fF1(xk0); : : : ; Fn(xk0)g ïðè çàìåíå
ñèñòåìû êîîðäèíàò xi = pii0x
i0 + bi â An ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêî-
íó Fi0(x
k0
0 ) = p
i
i0Fi(x
k
0) è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ
ëèíåéíóþ ôîðìó rF (M0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ z =
(y1; : : : ; yn) è íàáîð äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
y1 = f 1(x1; : : : ; xn); : : : ; yn = fn(x1; : : : ; xn):
Ïîäñòàâëÿÿ ïåðåìåííûå yi â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè z = (yi),
ïîëó÷èì ôóíêöèþ
z = 	(x1; : : : ; xn) = (f 1(x1; : : : ; xn); : : : ; fn(x1; : : : ; xn)):
Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ([8], Ò. 1,
Ãë. 8)
@	
@xi
=
@
@y1
@f 1
@xi
+ : : : +
@
@yn
@fn
@xi
=
@
@yk
@f k
@xi
: (67)
Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçóåì ïðàâèëî ñîêðàùåííîé çà-
ïèñè ñóììèðîâàíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (67) ê ìíîãî÷ëåíó F ,
îïðåäåëÿþùåìó ãèïåðïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà, è ïðåîáðà-
çîâàíèþ êîîðäèíàò, ïîëó÷èì
Fi0 =
@F
@xi0
=
@F
@xi
@xi
@xi0
= Fip
i
i0:

Çàäà÷à 22. Äîêàçàòü ýòî ïðåäëîæåíèå íåïîñðåäñòâåííî, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëû (48).
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà M0 ãèïåðïîâåðõíîñòè  íàçûâàåòñÿ íå-
îñîáîé, åñëè ëèíåéíàÿ ôîðìà rF (M0) íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ îñîáîé.
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Åñëè òî÷êàM0 íåîñîáàÿ, òî ìíîæåñòâî TM0 âåêòîðîâ v, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (66), ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàç-
ìåðíîñòè n  1 â Vn.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî TM0 íàçûâàåòñÿ êàñàòåëü-
íûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ãèïåðïîâåðõíîñòè  â òî÷-
êå M0. Ãèïåðïëîñêîñòü M0, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåîñîáóþ òî÷-
êó M0 ãèïåðïîâåðõíîñòè  è èìåþùàÿ íàïðàâëÿþùåå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî TM0, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ
ãèïåðïîâåðõíîñòè  â òî÷êå M0.
Èç (66) ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü M0 èìååò
óðàâíåíèå
Fi(x
k
0)(x
i   xi0) = 0 èëè (aijxj0 + ai n+1)(xi   xi0) = 0: (68)
Ñâîéñòâà êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ãèïåðïîâåðõíîñòè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà.
1. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü  èìååò öåíòð C(xiC), òî v 2 TM0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû v è
  !
CM0 ñîïðÿæåíû îòíî-
ñèòåëüíî .
C
M0
v
Ðèñ. 29.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó C(xiC)  öåíòð ãèïåðïîâåðõíîñòè
, òî aijx
j
C+ai n+1 = 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v 2 Vn âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (aijx
j
C + ai n+1)v
i = 0 (îçíà÷àþùåå, ÷òî
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öåíòð ïðèíàäëåæèò äèàìåòðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ñîïðÿæåí-
íîé íàïðàâëåíèþ v). Âû÷èòàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå èç óðàâíåíèÿ
(66) êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòè 
â òî÷êåM0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå aij(x
j
0 xjC)vi = 0, ýêâèâàëåíòíîå
óðàâíåíèþ (66). 
Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TM0
è êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü M0 ãèïåðïîâåðõíîñòè, èìåþ-
ùåé öåíòð, ìîãóò áûòü çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè óðàâ-
íåíèÿìè:
aij(x
j
0   xjC)vi = 0 è aij(xj0   xjC)(xi   xi0) = 0: (69)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãèïåðïî-
âåðõíîñòè  (ïðè ýòîì C = O, xjC = 0) è  èìååò óðàâíåíèå
(62), òî êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü M0 èìååò óðàâíåíèå
aijx
j
0x
i + an+1n+1 = 0: (70)
Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (62) ñëåäóåò, ÷òî aijxj0xi0 = an+1n+1,
è âòîðîå èç óðàâíåíèé (69) ïðèíèìàåò âèä (70).
Ïðèìåð. Èç ôîðìóëû (70) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíûå
ïëîñêîñòè ãèïåðáîëîèäà
x2
a2
+
y2
b2
  z
2
c2
= 1 ([27], ñ. 106) èìåþò
óðàâíåíèÿ
x0x
a2
+
y0y
b2
  z0z
c2
= 1.
2. Åñëè ïðÿìàÿ ` àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ v öåëèêîì
ðàñïîëîæåíà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè , òî îíà ïðèíàäëåæèò êàñà-
òåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè M â êàæäîé ñâîåé òî÷êå M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå '(v) = 0 è óðàâíåíèå (65),
çàäàþùåå îáùèå òî÷êè ãèïåðïîâåðõíîñòè è ïðÿìîé, ïðèíèìàåò
âèä Fi(x
k
0)v
it = 0. 
3. Ïåðåñå÷åíèå  \ M0 ãèïåðïîâåðõíîñòè  ñî ñâîåé êàñà-
òåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ M0 ïðåäñòâëÿåò ñîáîé êîíóñ â ãè-
ïåðïëîñêîñòè M0 ñ âåðøèíîé â òî÷êå M0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êóM0, òî-
ãäà êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè áóäóò íóëåâûìè: xi0 = 0. Ïîäñòàâèâ
xi0 = 0 â óðàâíåíèå (46) ãèïåðïîâåðõíîñòè , ïîëó÷èì an+1n+1 =
0. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä aijx
ixj +
2ai n+1x
i = 0. Ïîäñòàâèâ xi0 = 0 â óðàâíåíèå (68) êàñàòåëüíîé
ãèïåðïëîñêîñòè M0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ai n+1x
i = 0. Òàêèì
îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå M0 \  çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
aijx
ixj + 2ai n+1x
i = 0; ai n+1x
i = 0;
êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå
aijx
ixj = 0; ai n+1x
i = 0: 
Ïðèìåðû. Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè îäíîïîëîñòíûõ ãèïåðáîëî-
èäîâ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïàðàáîëîèäîâ â A3 ïåðåñåêàþò ýòè ïî-
âåðõíîñòè ïî ïðÿìîëèíåéíûì îáðàçóþùèì.
Ðèñ. 30.
Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè öèëèíäðîâ è êîíóñîâ â A3 êàñàþò-
ñÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé âäîëü ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ. Âåð-
øèíû êîíóñîâ  îñîáûå òî÷êè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Êàñàòåëüíûå
ïëîñêîñòè â òàêèõ òî÷êàõ íå îïðåäåëåíû.
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Ðèñ. 31.
Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ `, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåîñîáóþ òî÷êó
M0 ãèïåðïîâåðõíîñòè  è ëåæàùàÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
M0(), íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ãèïåðïîâåðõíîñòè .
Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ` èìååò íåàñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâ-
ëåíèå â òî÷êå êàñàíèÿM0, òî òî÷êàM0 ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ` è .
Çàäà÷à 23. Ïóñòü ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü  â
îñîáîé òî÷êå M0. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ýòà ïðÿìàÿ èìååò àñèìï-
òîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, òî îíà öåëèêîì ëåæèò íà ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè, à åñëè íåàñèìïòîòè÷åñêîå  òî ïåðåñåêàåò ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü â åäèíñòâåííîé òî÷êå M0 (äâîéíîé).
Ðåøåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé (65). 
Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ m-ïëîñêî-
ñòüþ.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå An çàäàíû ãèïåðïîâåðõíîñòü âòîðîãî
ïîðÿäêà , èìåþùàÿ óðàâíåíèå
aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0; (71)
è m-ïëîñêîñòü m ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
xi = biAy
A + bi; (72)
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ãäå fyAg  êîîðäèíàòû â m, îïðåäåëÿåìûå íåêîòîðûì ðåïåðîì
fM0;bAg, A;B = 1; : : : ;m. Ïîäñòàâèâ óðàâíåíèÿ (72) â óðàâíå-
íèå (71), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâî-
ðÿþò êîîðäèíàòû fyAg îáùèõ òî÷åê m-ïëîñêîñòè m è ãèïåðïî-
âåðõíîñòè :
aij(b
i
Ay
A + bi)(bjBy
B + bj) + 2ai n+1(b
i
Ay
A + bi) + an+1n+1 = 0:
Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì
(aij(b
i
Ab
j
B)y
AyB + 2(ai n+1b
j + an+1n+1)b
i
Ay
A+
+ aijb
ibj + 2ai n+1b
i + an+1n+1 = 0:
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå m \ , êàê ïîäìíîæåñòâî ïëîñêî-
ñòè m, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
cABy
AyB + 2cAm+1y
A + cm+1m+1 = 0 (73)
â ðåïåðå fM0;bAg. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà cABuAuB, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ îãðàíè÷åíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ' íà íàïðàâëÿþùåå
ïîäïðîñòðàíñòâî Vm m-ïëîñêîñòè m, íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, òî
óðàâíåíèå (73) çàäàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà â m-
ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå m. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
cABu
AuB íóëåâàÿ, òî óðàâíåíèå (73) çàäàåò ëèáî ïëîñêîñòü ðàç-
ìåðíîñòèm 1, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî (åñëè âñå êîýôôèöèåíòû
cAm+1, A = 1; : : : ;m, ðàâíû íóëþ, à cm+1m+1 6= 0).
Ïðèìåðû. Ïëîñêîñòü z = 0 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëîèä x2 + y2  
z2 = 1 ïî ýëëèïñó x2 + y2 = 1; ïëîñêîñòü x   y = 2 ïåðåñåêà-
åò ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð x2   y2 = 1 ïî ïðÿìîé x = 5=4,
y =  3=4; ïëîñêîñòü x   y = 0 íå èìååò ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì
öèëèíäðîì x2   y2 = 1 îáùèõ òî÷åê (íè âåùåñòâåííûõ, íè êîì-
ïëåêñíûõ).
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Ðèñ. 32.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà è çàäà÷è ê íàñòîÿùåìó ïàðàãðàôó
óêàçàíû â êîíöå ïàðàãðàôà 4.
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4 Êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿä-
êà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå
Ïîä êëàññèôèêàöèåé ãèïåðïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â An
ïîíèìàåòñÿ îïðåäåëåíèå âñåõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿä-
êà â An ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè ïðè
àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè , óñòàíàâëèâàþùåì ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó òî÷êàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû ïî îòíî-
øåíèþ ê ðåïåðàì fO; eig è fO0; e0ig, ãèïåðïîâåðõíîñòü  ïåðå-
õîäèò â ãèïåðïîâåðõíîñòü 0, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü 0 â ñèñòåìå
êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ðåïåðîì fO0; e0ig, áóäåò èìåòü òàêîå æå
óðàâíåíèå, êàê è ãèïåðïîâåðõíîñòü  â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðå-
äåëÿåìîé ðåïåðîì fO; eig. Ïîýòîìó äëÿ êëàññèôèêàöèè ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â An íóæíî êëàññèôèöèðîâàòü
óðàâíåíèÿ (46) òàêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ñ÷èòàÿ äâà óðàâíåíèÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî â äðó-
ãîå çàìåíîé àôôèííîãî ðåïåðà è óìíîæåíèåì, åñëè íåîáõîäèìî,
íà íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî êëàññèôèêàöèþ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿä-
êà íà àôôèííîé ïëîñêîñòè A2.
Âûáèðàÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è óìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî,
óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
a11(x
1)2 + 2a12x
1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x
1 + 2a23x
2 + a33 = 0;
íà ( 1), êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ', àññîöèèðîâàííóþ ñ ýòèì óðàâ-
íåíèåì, ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ [12]:
I: (v1)2 + (v2)2; II: (v1)2   (v2)2; III: (v1)2:
Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê âèäó I, ëèáî
ê âèäó II, ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
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I. Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó I, íàçûâàþòñÿ êðèâûìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
Ïåðåíîñÿ â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð êðèâîé,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå
(x1)2 + (x2)2 + a033 = 0: (74)
Åñëè a033 6= 0, òî îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò xi =pja033jxi0 è çàòåì ïîäåëèì ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå êðèâîé íà
a033. Â ðåçóëüòàòå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ ñëåäóþùèå òðè óðàâíåíèÿ
(øòðèõè ó èíäåêñîâ îïóñêàåì; ðÿäîì ñ óðàâíåíèÿìè óêàçàíû
íàçâàíèÿ êðèâûõ, çàäàâàåìûõ ýòèìè óðàâíåíèÿìè):
1: (x1)2 + (x2)2 = 1 (ýëëèïñ).
2: (x1)2 + (x2)2 =  1 (ìíèìûé ýëëèïñ).
3: (x1)2 + (x2)2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿ-
ìûõ).
Ìíèìûå ïðÿìûå â ñëó÷àå 3 èìåþò óðàâíåíèÿ x1 = ix2, îíè
ïåðåñåêàþòñÿ â âåùåñòâåííîé òî÷êå O(0; 0).
II. Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ
ê âèäó II, íàçûâàþòñÿ êðèâûìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
Ïåðåíîñÿ â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð êðèâîé
è îñóùåñòâëÿÿ äàëåå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, àíàëîãè÷íûå
ñëó÷àþ I, ïðèâåäåì óðàâíåíèå êðèâîé ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
âèäîâ:
4: (x1)2   (x2)2 = 1 (ãèïåðáîëà).
5: (x1)2   (x2)2 = 0 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ).
Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå â ñëó÷àå 5 èìåþò óðàâíåíèÿ x1 =
x2.
III. Êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ
ê âèäó III, íàçûâàþòñÿ êðèâûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.
Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàí áàçèñ, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
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' èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä (v1)2, óðàâíåíèå êðèâîé ïðèíèìàåò
âèä
(x1)2 + 2a13x
1 + 2a23x
2 + a33 = 0: (75)
Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, óðàâíåíèå (75) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå
(x1 + a13)
2 + 2

a23x
2 +
1
2
a33   1
2
(a13)
2

= 0:
a) Åñëè a23 6= 0, òî ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò
x1
0
= x1 + a13; x
20 =  

a23x
2 +
1
2
a33   1
2
(a13)
2

;
óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
6: (x1)2 = 2x2 (ïàðàáîëà).
b) Åñëè a23 = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò
x1
0
= x1 + a13; x
20 = x2;
óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
(x1)2 + a033 = 0:
Åñëè a033 6= 0, òî, êàê è âûøå, îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò xi =
pja033jxi0 è çàòåì ïîäåëèì ïðåîáðàçîâàííîå óðàâ-
íåíèå êðèâîé íà a033. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíî èç ñëåäóþùèõ
òðåõ óðàâíåíèé:
7: (x1)2 = 1 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ).
8: (x1)2 =  1 (ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ).
9: (x1)2 = 0 (ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ).
Ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ, íàïðèìåð, âîçíèêàåò ïðè ïåðåñå-
÷åíèè öèëèíäðà ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ.
Óðàâíåíèÿ 1 9 íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.
Òåîðåìà 1. Ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ðåïåðà â A2 è óìíîæåíè-
åì, åñëè íåîáõîäèìî, íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî âñÿêîå óðàâíåíèå
85
êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó è òîëüêî
îäíîìó âèäó èç ñïèñêà 1 9.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî îäíî è òî æå
óðàâíåíèå íåëüçÿ ïðèâåñòè ê äâóì ðàçëè÷íûì âèäàì èç ñïèñêà
1 9. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáûå äâà óðàâíå-
íèÿ èç ñïèñêà 1 9 îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿìè àôôèííûõ èíâàðè-
àíòîâ. Óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì òèïàì I, II, III, îò-
ëè÷àþòñÿ ðàíãàìè è ñèãíàòóðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû '. Óðàâ-
íåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ê îäíîìó òèïó, îòëè÷àþòñÿ ðàíãàìè è
ñèãíàòóðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû e'. Íàïðèìåð, ñ óðàâíåíèÿìè
1, 2 è 3 àññîöèèðîâàíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèå êâàäðà-
òè÷íûå ôîðìû e': (u1)2 + (u2)2   (u3)2, (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 è
(u1)2 + (u2)2. 
Ïðåäëîæåíèå. Äâà óðàâíåíèÿ
aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0; (76)
bijx
ixj + 2bi n+1x
i + bn+1n+1 = 0 (77)
çàäàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî òî÷åê â ACn òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè ïðîïîðöèîíàëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïåðâîå óðàâíåíèå çàäàåò ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü , à âòîðîå  ãèïåðïîâåðõíîñòü 	. Åñëè óðàâíåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíû, òî, î÷åâèäíî,  = 	.
Ïóñòü òåïåðü  = 	. Äîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé
(76) è (77) ïðîïîðöèîíàëüíû.
ßñíî, ÷òî åñëè ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî â îäíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò, òî îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé äðóãîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò â An ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Áàçèñ feig â àññîöèèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Vn âûáåðåì
òàê, ÷òîáû âåêòîðû ei, i = 1; : : : ; n, íå ÿâëÿëèñü àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû aijv
ivj. Òîãäà, î÷åâèäíî, ýòè
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âåêòîðû íå áóäóò ÿâëÿòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè è äëÿ êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû bijv
ivj (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ íåàñèìï-
òîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ïåðåñåêàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïàðå,
âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ, òî÷åê). Â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò
âîçüìåì òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, íàïðèìåð, ïîòîìó ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ ñ íàïðàâ-
ëÿþùèì âåêòîðîì e1 èìååò ñ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ íå áîëåå äâóõ
îáùèõ òî÷åê.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ` èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî \` = 	\`. Âûáðàâ ïðÿìóþ ` ñ óðàâíåíèÿìè x1 = t, xi = 0
ïðè i = 2; : : : ; n, ïîëó÷èì ñîâïàäàþùèå ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäà-
âàåìûå êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè a11t
2 + 2a1n+1t+ an+1n+1 = 0
è b11t
2 + 2b1n+1t + bn+1n+1 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
a11
b11
=
a1n+1
b1n+1
=
an+1n+1
bn+1n+1
= :
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâà êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
t èìåþò îäíè è òå æå êîðíè t1 è t2, òî îíè ïðîïîðöèîíàëüíû:
a(t  t1)(t  t2) = 0 è b(t  t1)(t  t2) = 0. Àíàëîãè÷íî,
akk
bkk
=
ak n+1
bk n+1
=
an+1n+1
bn+1n+1
= 
äëÿ âñåõ k = 2; : : : ; n.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð (k;m), k 6= m,
akm
bkm
= :
Âûáåðåì ïðÿìóþ ñ óðàâíåíèÿìè xk = t, xm = t, xi = 0 ïðè i 6=
k;m. Ïîëó÷èì ñîâïàäàþùèå ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäàâàåìûå êâàä-
ðàòíûìè óðàâíåíèÿìè (akk+2akm+amm)t
2+2(ak n+1+amn+1)t+
an+1n+1 = 0 è (bkk+2bkm+bmm)t
2+2(bk n+1+bmn+1)t+bn+1n+1 = 0.
Îòñþäà èìååì
akk + 2akm + amm
bkk + 2bkm + bmm
=
an+1n+1
bn+1n+1
= :
87
Íî òîãäà akk + 2akm + amm = (bkk + 2bkm + bmm), îòêóäà ïîñëå
ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àåì akm = bkm. 
Îïðåäåëåíèå. Äâå ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà  è 	
â An íàçûâàþòñÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
àôôèííîå äâèæåíèå  2 GA(An), ïðè êîòîðîì () = 	 â ACn .
Òåîðåìà 2. 1) Âñÿêàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà  â A2 ìî-
æåò áûòü çàäàíà îäíèì è òîëüêî îäíèì óðàâíåíèåì èç ñïèñêà
1 9.
2) Äâå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà â A2 àôôèííî ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðûõ àôôèííûõ ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò îíè çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì èç ñïèñ-
êà 1 9.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî
âûøå ïðåäëîæåíèÿ. Äîêàæåì âòîðîå.
Åñëè óðàâíåíèå êðèâîé  â ðåïåðå fO; eig ñîâïàäàåò ñ óðàâ-
íåíèåì êðèâîé 	 â ðåïåðå fO0; e0ig, òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå
 : A2 ! A2, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè: (O) = O0, b(ei) = e0i,
ïåðåâîäèò  â 	.
Îáðàòíî, ïóñòü êðèâàÿ  èìååò â ðåïåðå fO; eig íåêîòîðîå
óðàâíåíèå F (x1; x2) = 0 èç ñïèñêà 1 9 è () = 	 ïðè íåêîòî-
ðîì àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè  : A2 ! A2. Òîãäà êðèâàÿ 	 â
ðåïåðå f(O); b(ei)g èìååò òî æå ñàìîå óðàâíåíèå F (x1; x2) = 0.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî äëÿ ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïî-
ðÿäêà â A3 (â ñêîáêàõ óêàçûâàåì ïðèíÿòûå íàçâàíèÿ ïîâåðõíî-
ñòåé).
Òåîðåìà 3. 1) Âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà  â A3
ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì è òîëüêî îäíèì óðàâíåíèåì èç ñëå-
äóþùåãî íèæå ñïèñêà èç 17-òè óðàâíåíèé 1 17.
2) Äâå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â A3 àôôèííî ýêâèâà-
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ëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðûõ àôôèííûõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò îíè çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíè-
åì èç ñïèñêà 1 17.
I. Öåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Àññîöèèðîâàííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (v1)2 + (v2)2  (v3)2.
1: (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1 (ýëëèïñîèä).
2: (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 =  1 (ìíèìûé ýëëèïñîèä).
3: (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 0 (ìíèìûé êîíóñ).
4: (x1)2 + (x2)2  (x3)2 = 1 (îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä).
5: (x1)2+(x2)2  (x3)2 =  1 (äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä).
6: (x1)2 + (x2)2   (x3)2 = 0 (âåùåñòâåííûé êîíóñ).
II. Ïàðàáîëîèäû. Àññîöèèðîâàííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà '
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (v1)2 (v2)2. Ôîðìà e' íåâûðîæäåíà (îïðåäå-
ëèòåëü det(a) 6= 0).
7: (x1)2 + (x2)2 = 2x3 (ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä).
8: (x1)2   (x2)2 = 2x3 (ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä).
III. Àññîöèèðîâàííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó (v1)2  (v2)2. Ôîðìà e' âûðîæäåíà (det(a) = 0).
9: (x1)2 + (x2)2 = 1 (ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð).
10: (x1)2+ (x2)2 =  1 (ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð).
11: (x1)2+ (x2)2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñ-
êîñòåé).
12: (x1)2   (x2)2 = 1 (ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð).
13: (x1)2  (x2)2 = 0 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïëîñêîñòåé).
IV. Àññîöèèðîâàííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó (v1)2.
14: (x1)2 = 2x2 (ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð).
15: (x1)2 = 1 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêî-
ñòåé).
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16: (x1)2 =  1 (ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé).
17: (x1)2 = 0 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ñîâïàäàþùèõ ïëîñêî-
ñòåé).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïèñîê óðàâíåíèé 1 17 ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ïðîöåäóðû, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íîé òîé, ÷òî áûëà îñó-
ùåñòâëåíà ïðè âûâîäå ñïèñêà óðàâíåíèé êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿä-
êà â Òåîðåìå 1. Âñå ýòè óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî
çíà÷åíèÿìè àôôèííûõ èíâàðèàíòîâ. 
Ðàñïðîñòðàíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè ðàññìîòðå-
íèè êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà, íà ñëó÷àé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå An, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4. Â ïðîñòðàíñòâå An, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèé ðåïåð,
óðàâíåíèå âñÿêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
pX
i=1
(xi)2  
p+qX
i=p+1
(xi)2   2axp+q+1 + b = 0; p > q;
ãäå:
åñëè rank' = n, òî a = 0, b = 0;1;
åñëè rank' = m, m < n, rank e' = m + 2, òî a = 1, b = 0;
åñëè rank' = m, m < n, p > q, rank e' = m + 1, òî a = 0,
b = 1;
åñëè rank' = m, m < n, p = q, rank e' = m + 1, òî a = 0,
b = 1;
åñëè rank' = m, m < n, rank e' = m, òî a = 0, b = 0.
Çàìå÷àíèå. Àôôèííûé ðåïåð, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîìó ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå,
îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, ýëëèïñ (x1)2+ (x2)2 = 1
ñîõðàíÿåò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðè çàìåíå êîîðäèíàò x1 =
x1
0
cos  x20 sin, x2 = x10 sin + x20 cos.
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Çàäà÷à 24. Îïðåäåëèòü âèä ïîâåðõíîñòè
(x1)2 + (x2)2   2x1x2 + x2x3 + 2x1   x2   2x3   4 = 0 (78)
â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A3 è íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå àôôèí-
íîãî ðåïåðà, ïðèâîäÿùåå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ê êàíîíè-
÷åñêîìó âèäó.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ìåòîä Ëàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð, [7], Ãë.
IV, 5; [12], Ãë. I, 4) ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàä-
ðàòîâ. Ñîáåðåì â óðàâíåíèè (78) âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå x1 è
äîïîëíèì èõ äî ïîëíîãî êâàäðàòà. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
(x1)2 + (x2)2  2x1x2 + 2x1  2x2 + 1

+ x2x3 + x2  2x3  5 = 0:
Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (äëÿ óäîáñòâà íîâûå êî-
îðäèíàòû áóäåì îáîçíà÷àòü äðóãèìè êîðåííûìè áóêâàìè) y1 =
x1   x2 + 1, y2 = x2, y3 = x3. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâ-
íåíèå ïðèíèìàåò âèä
(y1)2 + y2y3 + y2   2y3   5 = 0: (79)
Â óðàâíåíèå (79) ïåðåìåííàÿ y1 âõîäèò òîëüêî â êâàäðàòå, à
êâàäðàòîâ äðóãèõ ïåðåìåííûõ íåò. Ïîýòîìó ïðèìåíèì ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ. Ñòàíäàðò-
íûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå: y1 = z1, y2 = z2 + z3,
y3 = z2   z3. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (z1)2 + (z2)2  
(z3)2   z2 + 3z3   5 = 0. Ñîáåðåì òåïåðü âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå
z2, è äîïîëíÿåì èõ äî ïîëíîãî êâàäðàòà. Çàòåì îñóùåñòâèì òî
æå ñàìîå ñ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè z3. Ïîëó÷àåì
(z1)2 +

(z2)2   z2 + 1
4

 

(z3)2   3z3 + 9
4

  3 = 0:
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò w1 = z1, w2 = z2   1=2, w3 =
z3  3=2 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (w1)2 + (w2)2  (w3)2  3 = 0.
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Ïîëàãàÿ îêîí÷àòåëüíî x1
0
=
p
3w1, x2
0
=
p
3w2, x3
0
=
p
3w3,
ïîñëå äåëåíèÿ íà 3 ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
(x1
0
)2 + (x2
0
)2   (x30)2 = 1: (80)
Óðàâíåíèå (80) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáî-
ëîèäà. Âûðàæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî xi
0
÷åðåç wi, çàòåì ÷åðåç zi, yi
è xi, ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùåå óðàâíåíèå
(78) ê âèäó (80):
x1
0
=
p
3(x1   x2 + 1);
x2
0
=
p
3
2 (x
2 + x3   1);
x3
0
=
p
3
2 (x
2   x3   3):

Çàäà÷à 25. Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A3 äàíû òðè ïîïàðíî
ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå `1, `2 è `3, íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû êî-
òîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî  òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ ïðÿìûì `, ïåðåñåêàþùèì îäíîâðåìåííî âñå òðè
ïðÿìûå `1, `2 è `3, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáî-
ëîèä.
Ðåøåíèå. Ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå `1 ñ óðàâíåíèåì r = r1 +
t1a1 è `2 ñ óðàâíåíèåì r = r2+ t
2a2 ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-
êîñòÿõ `1  1 ñ óðàâíåíèåì r = r1 + 1a1 + 2a2 è `2  2 ñ
óðàâíåíèåì r = r2+
1a1+
2a2. Òðè ïàðû òàêèõ ïëîñêîñòåé äëÿ
äàííûõ ïðÿìûõ `1, `2 è `3 îãðàíè÷èâàþò ïàðàëëåëåïèïåä. Ïðè-
íèìàÿ îäíó èç âåðøèí ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà çà íà÷àëî êîîðäè-
íàò, à âåêòîðû åãî ðåáåð çà áàçèñ â V3, àññîöèèðîâàííîì ñ A3,
ïîëó÷èì ðåïåð â A3. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ýòèì
ðåïåðîì, äàííûå ïðÿìûå áóäóò èìåòü óðàâíåíèÿ `1: x
2 = x3 = 0,
`2: x
1 = 0, x3 = 1, à `3: x
1 = 1, x2 = 1.
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x3
`2
x2
`3`1
x1
Ðèñ. 33.
Òî÷êàM(x10;x
2
0;x
3
0) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó  òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òðè ïëîñêîñòè 1, 2 è 3, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç M è
îäíó èç ïðÿìûõ `1, `2 è `3, ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó (ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé `, ïåðåñåêàþùåé âñå òðè äàííûå ïðÿìûå).
Ýòè òðè ïëîñêîñòè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ
1 : x
3
0x
2   x20x3 = 0;
2 : (1  x30)x1 + x10x3   x10 = 0
3 : (1  x20)x1 + (x10   1)x2   1 + x20   x10:
(81)
Ïî ïîñòðîåíèþ, ïëîñêîñòè 1, 2 è 3 ïåðåñåêàþòñÿ (èõ ïåðåñå-
÷åíèå ñîäåðæèò òî÷êó M), ïîýòîìó îíè áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç
êîýôôèöèåíòîâ ïðè x1, x2, x3 â ñèñòåìå óðàâíåíèé (81) ðàâåí
íóëþ, òî åñòü êîãäà
0 x30  x20
1  x30 0 x10
1  x20 x10   1 0
 = 0:
Ðàñêðûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì, ÷òî M(x10;x
2
0;x
3
0) 2 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x10x
2
0  x10x30 + x20x30   x20 = 0, òî åñòü
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè M óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèþ x1x2   x1x3 + x2x3   x2 = 0. Îñòàåòñÿ òîëüêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòèì óðàâíåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ îäíîïîëîñòíûé
ãèïåðáîëîèä. 
Çàäà÷à 26. Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A3 äàíû òðè ïîïàð-
íî ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå `1, `2 è `3, íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû
êîòîðûõ ëèíåéíî çàâèñèìû. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî  òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ ïðÿìûì `, ïåðåñåêàþùèì îäíîâðåìåííî âñå òðè
ïðÿìûå `1, `2 è `3, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáî-
ëîèä.
Ðåøåíèå. Ïóñòü `4  íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ êàæ-
äóþ èç ïðÿìûõ `1, `2 è `3 ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ O, A è B. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìûå `1, `2 è `3 çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî òî÷êà
A ëåæèò ìåæäó O è B. ÂA3 âûáåðåì òàêîé ðåïåð fO; eig, ÷òî e1
 íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé `1, e2  íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ïðÿìîé `2, e3 =
 !
OA, e1+ e2  íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé `3.
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ýòèì ðåïåðîì, ïðÿìûå `1, `2
è `3 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ `1: x
2 = x3 = 0, `2: x
1 = 0,
x3 = 1, `3: x
1 = t, x2 = t, x3 = b, ãäå
  !
OB = be3.
x3
`2
x2
`3
`1
x1
b
Ðèñ. 34.
Äàëåå ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. 
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Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1], Ãë. XVIII; [2], Ãë. V, 37, 38;
[12], Ãë. 5, 2.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [4], 792, 793, 1751, 1752, 688, 689, 690,
691, 692, 694, 698, 699, 700, 701, 702, 703, 719, 720, 1720, 1721,
1723, 1730, 1737, 1738, 1741, 1742.
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5 Ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â åâêëèäîâîì
àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå En
Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü
 : En  En 3 fx;yg 7!  (x;y) 2 R
 ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà è
' : En 3 x 7! '(x) =  (x;x) 2 R
 ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.
Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âåêòîð w â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ
äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', åñëè âñÿêèé âåêòîð x, îðòîãîíàëü-
íûé âåêòîðó w, ñîïðÿæåí âåêòîðó w îòíîñèòåëüíî ôîðìû ',
ò.å., åñëè g(x;w) = 0, òî  (x;w) = 0.
Îïðåäåëåíèå. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ feig â åâêëèäîâîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì äëÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', åñëè âåêòîðû ýòîãî áàçèñà ñîïðÿæåíû
îòíîñèòåëüíî '. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
' èìååò âèä
'(v) = a11(v
1)2 + a22(v
2)2 + : : : + ann(v
n)2; (82)
â êîòîðîì îòñóòñòâóþò ÷ëåíû ñ ïðîèçâåäåíèÿìè vivj ïðè
i 6= j. Âèä (82) êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ' òàêæå íàçûâàåòñÿ êà-
íîíè÷åñêèì.
Òåîðåìà 5. Äëÿ âñÿêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ' â åâêëèäîâîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå En ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ.
Êîýôôèöèåíòû a11, a22, : : :, ann â êàíîíè÷åñêîì âèäå ôîðìû
' ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê íå çàâèñÿò îò âûáîðà êàíîíè-
÷åñêîãî áàçèñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà äëÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû ' ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ
ýòîé ôîðìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü feig  êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è
âåêòîð v = viei îðòîãîíàëåí âåêòîðó e1. Òîãäà v
1 = (v; e1) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, v =
Pn
i=2 v
iei è  (e1;v) =
Pn
i=2 a1iv
i = 0 ïî-
ñêîëüêó aij = 0 ïðè i 6= j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ
êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà äëÿ ôîðìû ' íóæíî íàéòè âåêòîðû ãëàâ-
íûõ íàïðàâëåíèé ýòîé ôîðìû.
Ïóñòü feig  ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â En, è ôîðìà ' â ýòîì
áàçèñå èìååò âèä '(v) = aijv
ivj. Âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì
ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ, åñëè ðàâåíñòâî gijw
ixj = 0 âëå÷åò ðàâåí-
ñòâî aijw
ixj = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé
gijw
ixj = 0; aijw
ixj = 0
îòíîñèòåëüíî xj èìååò ðàíã 1. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòè óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
÷èñëî , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
aijw
i = gijw
i; j = 1; : : : ; n: (83)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû wi âñÿêîãî âåêòîðà w, èìåþ-
ùåãî ãëàâíîå íàïðàâëåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', óäîâëå-
òâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(aij   gij)wi = 0; j = 1; : : : ; n: (84)
Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (84) ìîæåò èìåòü íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ðàíã åå ìàòðèöû (aij gij)
íå ïðåâîñõîäèò n   1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû:
det(aij   gij) = 0: (85)
Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (85) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì óðàâíåíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ' â áàçèñå feig.
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Ïðè n = 2 ñîîòíîøåíèÿ (83) ïðèíèìàþò âèä(
a11w
1 + a21w
2 = (g11w
1 + g21w
2)
a12w
1 + a22w
2 = (g12w
1 + g21w
2);
îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðûì äîëæåí óäîâëå-
òâîðÿòü âåêòîð w:(
(a11   g11)w1 + (a21   g21)w2 = 0
(a12   g12)w1 + (a22   g22)w2 = 0:
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ' ïðè
ýòîì èìååò âèä  a11   g11 a21   g21a12   g12 a22   g22
 = 0:
Ñâîéñòâà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
1. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿò îò âû-
áîðà áàçèñà ei.
Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà (aij   gij) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû '(v)  jvj2. Ïðè çàìåíå áàçèñà ei0 = pii0ei ýòà
ìàòðèöà ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(ai0j0   gi0j0) = (aij   gij)pii0pjj0:
Ïðè ýòîì
det(ai0j0   gi0j0) = det(aij   gij)(det(pii0))2:
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ det(ai0j0   gi0j0) = 0 è det(aij   gij) = 0
ýêâèâàëåíòíû.
2. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (85) âåùåñòâåííû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü  2 C  íåêîòîðûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
(85) è wi = ui+
p 1vi  íåêîòîðîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (84),
p 1 îáîçíà÷àåò çäåñü ìíèìóþ åäèíèöó. Òîãäà
aijw
i = gijw
i; aijw
i = gijw
i;
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ãäå w i = ui p 1vi. Ïðîñóììèðóåì ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé
ñ w j, à âòîðîå ñ wj, è çàòåì âû÷òåì îäíî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ñîîò-
íîøåíèé èç äðóãîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (   )gijwiw j = 0
èëè (  )(gijuiuj + gijvivj) = 0, îòêóäà ñëåäóåò    = 0.
3. Ïóñòü   íåêîòîðûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (85) è wi, i =
1; : : : ; n,  íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (84). Òîãäà âñÿêèé âåêòîð x, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó
w, áóäåò ñîïðÿæåí ýòîìó âåêòîðó, òî åñòü ðàâåíñòâî gijw
ixj = 0
âëå÷åò ðàâåíñòâî aijw
ixj = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé aijw
ixj gijwixj = 0 è gijwixj = 0
ñëåäóåò, ÷òî aijw
ixj = 0.
Ïóñòü òåïåðü 1  íåêîòîðûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (85), à w1 
íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèþ (84) äëÿ  = 1. Âûáåðåì íîâûé áàçèñ â En,
ïîëàãàÿ e1 = w1 è ek ? w1 ïðè k = 2; : : : ; n. Ïðè ýòîì a1i = 0,
i = 2; : : : ; n, è â íîâîì áàçèñå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' ïðèíèìàåò
âèä
'(v) = aijv
ivj = a11(v
1)2 +
nX
i;j=2
aijv
ivj; ãäå a11 = 1:
Ôîðìóëîé '0(v) =
Pn
i;j=2 aijv
ivj çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà, îïðåäåëåííàÿ íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè Lfw1g? ê îä-
íîìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Lfw1g. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
Lfw1g? ðàâíà n  1. Ïðèìåíÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ
ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå '0, ìû íàéäåì áàçèñ fe2; : : : ; eng ïðîñò-
ðàíñòâà Lfw1g?, â êîòîðîì ôîðìà '0 èìååò âèä
'0(v) = a22(v2)2 +
nX
i;j=3
aijv
ivj:
Ïðè ýòîì â áàçèñå fe1; e2; : : : ; eng êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' áóäåò
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èìåòü âèä
'(v) = aijv
ivj = a11(v
1)2 + a22(v
2)2 +
nX
i;j=3
aijv
ivj:
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïðèõîäèì ê áàçèñó,
â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' èìååò âèä (82).
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (85) â ïîëó÷åííîì áàçèñå ïðè-
íèìàåò âèä 
a11    0    0
0 a22       0
... ... . . . ...
0 0    ann   
 = 0;
òî åñòü,
(a11   )(a22   ) : : : (ann   ) = 0: (86)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû a11, a22, : : :, ann â êàíîíè-
÷åñêîì âèäå ôîðìû ' ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâîê, íå çàâèñÿò îò âûáîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà.

Â ñëó÷àå, êîãäà áàçèñ feig â En îðòîíîðìèðîâàííûé, õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
det(aij   ij) = 0
èëè, â ïîäðîáíîé çàïèñè,
a11    a12    a1n
a21 a22       a2n
... ... . . . ...
an1 an2    ann   
 = 0: (87)
Êâàäðàòè÷íîé ôîðìå '(v) = aijv
ivj, çàäàííîé íà åâêëèäîâîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå En, ìîæíî îòíåñòè ëèíåéíûé îïåðàòîð
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u = b'(v), îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè uk = aki vi, ãäå aki =
aijg
jk, à (gjk)  ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå (gjk) (ñì. [27], 6).
Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíûì èíâàðèàíòîì óðàâíåíèÿ (46)
aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0
ãèïåðïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà  â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
En íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ I(a11; : : : ; an+1n+1) îò êîýôôè-
öèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíå îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà â En íà äðóãîé.
Îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ (46).
1. Âñå àôôèííûå èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ (46) ÿâëÿþòñÿ òàê-
æå è åãî îðòîãîíàëüíûìè èíâàðèàíòàìè.
2. In+1 = det(a), ;  = 1; : : : ; n + 1,  îðòîãîíàëüíûé èí-
âàðèàíò óðàâíåíèÿ (46).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì a00 = ep0ep0a. Îòñþäà det(a00) =
det(a)(det(ep0))2 = det(a) det(pij)2 = det(a), ïîñêîëüêó (pij)
 îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è, ñëåäîâàòåëüíî, det(pij) = 1. 
3. Êàæäûé èç êîðíåé 1 6 2 6 : : : 6 n õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ (85) êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', àññîöèèðîâàííîé ñ
óðàâíåíèåì (46) ãèïåðïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà,  îðòîãîíàëü-
íûé èíâàðèàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ.
4. Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü (87), õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
n   I1n 1 + I2n 2   : : : + ( 1)nIn = 0: (88)
Êîýôôèöèåíòû I1; I2; : : : ; In (âçÿòûå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà-
êîì) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (88)  îðòîãîíàëüíûå èí-
âàðèàíòû óðàâíåíèÿ (46) ãèïåðïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.
Ýòî ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â âèäå (88), à òàêæå èç òåîðåìû Âèåòà äëÿ
óðàâíåíèÿ (88) (ñì. [11], Ãë. 6, 1).
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Îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà.
Ïðè n = 2 óðàâíåíèå (87) ïðèíèìàåò âèä a11    a12a21 a22   
 = 0 () 2  (a11+a22)+(a11a22 a212) = 0;
à óðàâíåíèå (88), ñîîòâåòñòâåííî, âèä
2   I1 + I2 = 0:
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó Âèåòà äëÿ êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû óðàâíå-
íèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà:
I1 = 1 + 2 = a11 + a22; I2 = 1  2 =
 a11 a12a21 a22
 ;
I3 =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
 :
Îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïî-
ðÿäêà.
Ïðè n = 3 óðàâíåíèå (87) ïðèíèìàåò âèä
a11    a12 a13
a21 a22    a23
a31 a32 a33   
 = 0; (89)
à óðàâíåíèå (88) ñîîòâåòñòâåííî âèä
3   I12 + I2  I3 = 0: (90)
Ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (90) íà ìíîæèòåëè, åãî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(  1)(  2)(  3) = 0: (91)
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Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ â ëåâûõ ÷à-
ñòÿõ óðàâíåíèé (89), (90) è (91), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà:
I1 = 1 + 2 + 3 = a11 + a22 + a33;
I2 = 12 + 13 + 23 =
 a11 a12a21 a22
 +
 a11 a13a31 a33
 +
 a22 a23a32 a33
 ;
I3 = 123 =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
 ; I4 =

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44
 :
Îðòîãîíàëüíûå ïîëóèíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà.
Åñëè â îïðåäåëåíèè îðòîãîíàëüíîãî èíâàðèàíòà óðàâíåíèÿ
(46) ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå îãðàíè÷èòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäèíàò, íå ìåíÿþùèìè
íà÷àëà êîîðäèíàò, òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîãî ïî-
ëóèíâàðèàíòà (ñåìèèíâàðèàíòà) óðàâíåíèÿ (46).
Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíûì ïîëóèíâàðèàíòîì óðàâíåíèÿ
aijx
ixj + 2ai n+1x
i + an+1n+1 = 0 (92)
ãèïåðïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà  â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
En íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ I(a11; : : : ; an+1n+1) îò êîýôôè-
öèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíå îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà fO; eig, ïî îòíîøåíèþ ê êî-
òîðîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (92), íà ëþáîé äðóãîé îð-
òîíîðìèðîâàííûé ðåïåð ñ òåì æå íà÷àëîì.
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Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ ãèïåðïîâåðõíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîìåñòèì åâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî En êàê ãèïåðïëîñêîñòü n â íåêîòîðîå åâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî En+1, âûáåðåì â En+1 îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð
fQ; ei; en+1g òàêîé, ÷òî en+1 =  !QO, è ðàññìîòðèì êîíóñ e â En+1,
îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì ax
x = 0, ;  = 1; : : : ; n+1. Âñÿ-
êîìó ïðåîáðàçîâàíèþ îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà fO; eig â En,
íå ìåíÿþùåìó íà÷àëà O, ñîîòâåòñòâóåò â En+1 ïðåîáðàçîâàíèå
îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà fQ; ei; en+1g, íå ìåíÿþùåå íà÷àëà
Q è ïîñëåäíåãî áàçèñíîãî âåêòîðà en+1. Ïîýòîìó âñå îðòîãîíàëü-
íûå èíâàðèàíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû e'(w) = aww áóäóò
ïîëóèíâàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ (92).
Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûìè ïîëóèíâàðèàíòàìè óðàâíå-
íèÿ (92) ÿâëÿþòñÿ êîðíè è êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû e'(w) = aww.
Î÷åâèäíî, âñÿêèé îðòîãîíàëüíûé èíâàðèàíò óðàâíåíèÿ (92)
ÿâëÿåòñÿ è åãî îðòîãîíàëüíûì ïîëóèíâàðèàíòîì.
Îðòîãîíàëüíûå ïîëóèíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî
ïîðÿäêà.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû e'(w)
ïðè n = 2 èìååò âèä
a11    a12 a13
a21 a22    a23
a31 a32 a33   
 = 0:
Êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäóþ-
ùèå ïîëóèíâàðèàíòû (ñì. ñ. 103):
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a11 + a22 + a33; a11 a12a21 a22
 +
 a11 a13a31 a33
 +
 a22 a23a32 a33
 ;
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
 :
(93)
Îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà â (93) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì
èíâàðèàíòîì óðàâíåíèÿ (92). Ïîñêîëüêó a11+a22 = I1  îðòîãî-
íàëüíûé èíâàðèàíò óðàâíåíèÿ (92), òî ïîëóèíâàðèàíòîì áóäåò è
êîýôôèöèåíò a33. Âû÷èòàÿ èç ñóììû òðåõ îïðåäåëèòåëåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà â (93) îðòîãîíàëüíûé èíâàðèàíò I2, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ïåðâûé èç ýòèõ òðåõ îïðåäåëèòåëåé, ïîëó÷èì îðòîãîíàëü-
íûé ïîëóèíâàðèàíò
K2 =
 a11 a13a31 a33
 +
 a22 a23a32 a33
 : (94)
Îðòîãîíàëüíûå ïîëóèíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû e'(w)
ïðè n = 3 èìååò âèä
a11    a12 a13 a14
a21 a22    a23 a24
a31 a32 a33    a34
a31 a32 a33 a44   
 = 0:
Êîýôôèöèåíòû ïðè 2 è  â ýòîì óðàâíåíèè ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñîîòâåòñòâåííî ñóììû øåñòè îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿä-
êà è ÷åòûðåõ îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî ïîðÿäêà. Âû÷èòàÿ èç ýòèõ
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ïîëóèíâàðèàíòîâ èíâàðèàíòû I2 è I3 (ñì. ñ. 103), ïîëó÷èì ïî-
ëóèíâàðèàíòû
K2 =
 a11 a14a41 a44
 +
 a22 a24a42 a44
 +
 a33 a34a43 a44
 (95)
è
K3 =

a11 a12 a14
a21 a22 a24
a41 a42 a44
 +

a11 a13 a14
a31 a33 a34
a41 a43 a44
 +

a22 a23 a24
a32 a33 a34
a42 a43 a44
 : (96)
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà è çàäà÷è ê íàñòîÿùåìó ïàðàãðàôó
óêàçàíû â êîíöå ïàðàãðàôà 6.
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6 Êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âòîðîãî
ïîðÿäêà â En
Âûáèðàÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è óìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, óðàâ-
íåíèå êðèâîé íà ( 1), êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ', àññîöèèðîâàí-
íóþ ñ óðàâíåíèåì êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
a11(x
1)2 + 2a12x
1x2 + a22(x
2)2 + 2a13x
1 + 2a23x
2 + a33 = 0;
ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:
I: A(v1)2+B(v2)2: II: A(v1)2 B(v2)2: III: A(v1)2; ãäå A;B > 0:
Ðàññóæäàÿ êàê â àôôèííîì ñëó÷àå è óìíîæàÿ, åñëè íåîáõîäèìî,
íà ïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ñïèñîê óðàâíåíèé êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà â E2 (êîîðäèíàòû â E2
îáîçíà÷àåì x è y âìåñòî x1 è x2, â ñêîáêàõ ðÿäîì ñ óðàâíåíèÿìè
óêàçûâàåì ïðèíÿòûå íàçâàíèÿ êðèâûõ).
I. Êðèâûå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.
1:
x2
a2
+
y2
b2
= 1, a > b (ýëëèïñû).
2:
x2
a2
+
y2
b2
=  1, a > b (ìíèìûå ýëëèïñû).
3:
x2
a2
+
y2
b2
= 0, a > b, 1
a2
+
1
b2
= 1 (ïàðû ìíèìûõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ).
II. Êðèâûå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
4:
x2
a2
  y
2
b2
= 1 (ãèïåðáîëû).
5:
x2
a2
  y
2
b2
= 0, a > b, 1
a2
+
1
b2
= 1 (ïàðû âåùåñòâåííûõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ).
III. Êðèâûå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.
6: y2 = 2px (ïàðàáîëû).
7: x2 = a2 (ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ).
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8: x2 =  a2 (ïàðû ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ).
9: x2 = 0 (ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ).
Óðàâíåíèÿ 1 9 ïðè âñÿêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íàçûâà-
þòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.
Òåîðåìà 6. Ñïåöèàëüíûì âûáîðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïå-
ðà â E2 è óìíîæåíèåì, åñëè íåîáõîäèìî, íà âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî, âñÿêîå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèâåñòè
ê îäíîìó è òîëüêî îäíîìó âèäó èç ñïèñêà 1 9.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â àôôèííîì ñëó÷àå, îäíî è òî æå óðàâ-
íåíèå íåëüçÿ ïðèâåñòè ê äâóì ðàçëè÷íûì âèäàì èç ñïèñêà 1
9, ïîñêîëüêó ëþáûå äâà óðàâíåíèÿ èç ñïèñêà 1 9 îòëè÷àþòñÿ
çíà÷åíèÿìè îðòîãîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (ñ ó÷åòîì óìíîæåíèÿ
óðàâíåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî). 
Íàïîìíèì, ÷òî äâèæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà óñòàíàâëè-
âàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâûå êîîð-
äèíàòû ïî îòíîøåíèþ ê äâóì ðàçëè÷íûì îðòîíîðìèðîâàííûì
ðåïåðàì.
Îïðåäåëåíèå. Äâå ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà  è 	
â En íàçûâàþòñÿ åâêëèäîâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
äâèæåíèå  2 GO(En), ïðè êîòîðîì () = 	 â ECn .
Òåîðåìà 7. 1) Âñÿêàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà  â E2 ìî-
æåò áûòü çàäàíà îäíèì è òîëüêî îäíèì óðàâíåíèåì èç ñïèñêà
1 9.
2) Äâå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà â E2 åâêëèäîâî ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñè-
ñòåìàõ êîîðäèíàò îíè çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì
èç ñïèñêà 1 9.
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî äëÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî
ïîðÿäêà â E3.
Òåîðåìà 8. 1) Âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà  â E3
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ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì è òîëüêî îäíèì óðàâíåíèåì èç íè-
æåñëåäóþùåãî ñïèñêà 1 17.
2) Äâå ïîâåðõíîñòè åâêëèäîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåêîòîðûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò
îíè çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì èç ñïèñêà 1 17.
I. Öåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè.
1:
x2
a2
+
y2
b2
+
z2
c2
= 1, a > b > c (ýëëèïñîèäû).
2:
x2
a2
+
y2
b2
+
z2
c2
=  1, a > b > c (ìíèìûå ýëëèïñîèäû).
3:
x2
a2
+
y2
b2
+
z2
c2
= 0, a > b > c, 1
a2
+
1
b2
+
1
c2
= 1 (ìíèìûå
êîíóñû).
4:
x2
a2
+
y2
b2
  z
2
c2
= 1, a > b (îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîè-
äû).
5:
x2
a2
+
y2
b2
  z
2
c2
=  1, a > b (äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëî-
èäû).
6:
x2
a2
+
y2
b2
 z
2
c2
= 0, a > b, 1
a2
+
1
b2
+
1
c2
= 1 (âåùåñòâåííûå
êîíóñû).
II. Ïàðàáîëîèäû.
7:
x2
p
+
y2
q
= 2z, p > q > 0 (ýëëèïòè÷åñêèå ïàðàáîëîè-
äû).
8:
x2
p
  y
2
q
= 2z, p > q > 0 (ãèïåðáîëè÷åñêèå ïàðàáîëî-
èäû).
III. Öèëèíäðû íàä êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.
9:
x2
a2
+
y2
b2
= 1, a > b (ýëëèïòè÷åñêèå öèëèíäðû).
10:
x2
a2
+
y2
b2
=  1, a > b (ìíèìûå ýëëèïòè÷åñêèå öèëèí-
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äðû).
11:
x2
a2
+
y2
b2
= 0, a > b, 1
a2
+
1
b2
= 1 (ïàðû ìíèìûõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé).
12:
x2
a2
  y
2
b2
= 1 (ãèïåðáîëè÷åñêèå öèëèíäðû).
13:
x2
a2
 y
2
b2
= 0, a > b, 1
a2
+
1
b2
= 1 (ïàðû âåùåñòâåííûõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé).
14: y2 = 2px, p > 0 (ïàðàáîëè÷åñêèå öèëèíäðû).
15: x2 = a2 (ïàðû âåùåñòâåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêî-
ñòåé).
16: x2 =  a2 (ïàðû ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé).
17: x2 = 0 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé).
Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïðèâîäÿò ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: â ïðîñòðàíñòâå En âûáîðîì ïîäõî-
äÿùåãî ðåïåðà óðàâíåíèå âñÿêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðè-
âåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó
pX
i=1
ai(x
i)2  
qX
i=p+1
ai(x
i)2   2bxp+q+1 + c = 0; (97)
ãäå ai > 0, i = 1; : : : ; p + q 6 n è åñëè p + q = n, òî b = 0. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû äâå ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèÿìè âèäà (97) áûëè åâ-
êëèäîâî ýêâèâàëåíòíûìè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ
óðàâíåíèÿ áûëè ïðîïîðöèîíàëüíû.
Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî âèäà óðàâíåíèÿ êðèâîé ïî èíâà-
ðèàíòàì.
1. Öåíòðàëüíûå êðèâûå.
Ïîìåñòèâ íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð è âûáðàâ êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíå-
íèå
1(x
1)2 + 2(x
2)2 + a33 = 0:
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Ïðè ýòîì
I3 =

1 0 0
0 2 0
0 0 a33
 = 12a33 = I2a33:
Ïîýòîìó óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä
1(x
1)2 + 2(x
2)2 +
I3
I2
= 0: (98)
2. Ïàðàáîëû.
Âûáèðàÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ ' è ïåðåíîñÿ íà÷àëî êî-
îðäèíàò òàê æå, êàê ýòî îñóùåñòâëÿëîñü â àôôèííîì ñëó÷àå,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (1 6= 0, 2 = 0)
1(x
1)2 + 2a23x
2 = 0:
Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
I3 =

1 0 0
0 0 a23
0 a23 0
 ; à I1 = 1; òî a23 = 
r
 I3
I1
:
Ïîýòîìó óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä
1(x
1)2  2
r
 I3
I1
x2 = 0: (99)
3. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. I2 = 0, I3 = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ 1 6= 0 è 2 =
0. Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàí áàçèñ, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
' èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä a11(v
1)2, a11 = 1, óðàâíåíèå êðèâîé
ïðèíèìàåò âèä (ñì. ñ. 85)
a11(x
1)2 + 2a13x
1 + 2a23x
2 + a33 = 0:
Îïðåäåëèòåëü I3 ìàòðèöû
eA =
0B@ a11 0 a130 0 a23
a31 a32 a33
1CA
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êâàäðàòè÷íîé ôîðìû e' ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a23 = 0
è óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä
a11(x
1)2 + 2a13x
1 + a33 = 0: (100)
Ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé I2 = 0 è I3 = 0 ïîëó-
èíâàðèàíò K2, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (94), îêàçûâàåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíûì èíâàðèàíòîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ (100)
èíâàðèàíò K2 èìååò âèä
K2 =
 a11 a13a13 a33
 :
Ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò xi = xi
0
+ bi óðàâíåíèå êðèâîé
ïðèíèìàåò âèä a11(x
10 + b1)2 + 2a13(x
10 + b1) + a33 = 0. Îòñþäà
K 02 =
 a011 a013a013 a033
 =
 a11 a13 + a11b1a13 + a11b1 a33 + a11(b1)2 + 2a13b1
 =
=
 a11 a13a13 a33
 = K2:
Èòàê, ïîñëå âûáîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà è ïåðåíîñà íà÷àëà êî-
îðäèíàò, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êðèâîé ïðèâîäèò-
ñÿ ê âèäó 1(x
1)2 + a33 = 0. Ïðè ýòîì
1 = I1; K2 =
 1 00 a33
 è a33 = K2I1 :
Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé ñ
ðàâíûìè íóëþ èíâàðèàíòàìè I2 è I3:
I1(x
1)2 +
K2
I1
= 0:
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Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî âèäà óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ïî èíâàðèàíòàì.
1. Öåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè.
Ïîìåñòèâ íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð è âûáðàâ êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ', ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâ-
íåíèå
1(x
1)2 + 2(x
2)2 + 3(x
3)2 + a44 = 0:
Ïðè ýòîì I4 = 123a44 = I3a44. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïîâåðõíî-
ñòè èìååò âèä
1(x
1)2 + 2(x
2)2 + 3(x
3)2 +
I4
I3
= 0:
2. Ïàðàáîëîèäû (I3 = 0, I4 6= 0).
Âûáèðàÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ ' è ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîð-
äèíàò, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (1 6= 0, 2 6= 0, 3 = 0):
1(x
1)2 + 2(x
2)2 + 2a34x
3 = 0:
Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
I4 =

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 a34
0 0 a34 0
 ; à I2 = 12; òî a34 = 
r
 I4
I2
:
Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìååò âèä
1(x
1)2 + 2(x
2)2  2
r
 I4
I2
x3 = 0:
Çíàê ïåðåä êîðíåì âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèñòåìà
êîîðäèíàò áûëà ïðàâîé.
3. Ýëëèïòè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå öèëèíäðû è ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ïëîñêîñòè (I3 = 0, I4 = 0, I2 6= 0).
113
Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ êîðíÿ 1 è 2. Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàí áà-
çèñ, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ' èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä
a11(v
1)2 + a22(v
2)2, a11 = 1, a22 = 2, óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
ïðèíèìàåò âèä
a11(x
1)2 + a22(x
2)2 + 2a14x
1 + 2a24x
2 + 2a34x
3 + a44 = 0:
Îïðåäåëèòåëü I4 ìàòðèöû (a) ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî a34 = 0 è óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä
a11(x
1)2 + a22(x
2)2 + 2a14x
1 + 2a24x
2 + a44 = 0:
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ 3
äëÿ êðèâûõ), ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè äâóõ óñëîâèé
I3 = 0 è I4 = 0 ïîëóèíâàðèàíò K3, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé
(96), îêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì èíâàðèàíòîì (íå èçìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò). Ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîð-
äèíàò óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
a11(x
1)2 + a22(x
2)2 + a44 = 0:
Ïðè ýòîì K3 = a11a22a44 = I2a44. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïîâåðõíî-
ñòè èìååò âèä
1(x
1)2 + 2(x
2)2 +
K3
I2
= 0:
4. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð (I3 = 0, I2 = 0, I4 = 0, K3 6= 0).
Âûáîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà è ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò (êàê
â ñëó÷àå ïàðàáîëû íà ïëîñêîñòè) ïðèâîäèò óðàâíåíèå ïîâåðõíî-
ñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó
a11(x
1)2 + 2a24x
2 = 0;
ãäå êîýôôèöèåíò a24 îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðè ýòîì K3 =  a11a224 =
 I1a224. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìååò âèä
1(x
1)2  2
r
 K3
I1
x2 = 0:
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5. Ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè (I2 = I3 = I4 = K3 = 0).
Âûáîðîì êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðè-
âîäèòñÿ ê âèäó
a11(x
1)2 + 2a14x
1 + a44 = 0:
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè I2 = I3 = I4 = K3 = 0 ïîëóèíâàðè-
àíò K2, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (95), îêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì èíâàðèàíòîì. Ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò âèä
a11(x
1)2 + a44 = 0:
Ïðè ýòîì K2 = a11a44 = I1a44. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
èìååò âèä
1(x
1)2 +
K2
I1
= 0:
Çàäà÷à 27. Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò fO;x; yg çàäàíà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà óðàâíåíèåì
5x2 + 12xy   22x  12y   19 = 0:
Íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé è êàíîíè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò.
Ðåøåíèå.Ìàòðèöû àññîöèèðîâàííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì èìå-
þò âèä
(aij) =
 
5 6
6 0
!
; (a) =
0B@ 5 6  116 0  6
 11  6  19
1CA :
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä 5   66  
 = 0 () 2   5  36 = 0:
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Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ 1 = 9, 2 =  4. Îäíîðîä-
íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (84) èìååò âèä 
5   6
6  
! 
w1
w2
!
= 0:
Ïðè 1 = 9 ýòà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå  4w1 +
6w2 = 0. Ïîýòîìó âåêòîð ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèé êîðíþ 1 = 9, èìååò âèä w1 = f3; 2g. Âòîðîé âåêòîð
ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ ìîæíî íàéòè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íî
ìîæíî ïðîñòî ïîâåðíóòü âåêòîð w1 íà óãîë =2. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì w2 = f 2; 3g.
Öåíòð êðèâîé íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (61), ìàòðèöà
êîòîðîé îáðàçîâàíà äâóìÿ ïåðâûìè ñòðîêàìè ìàòðèöû (a).
Èòàê, öåíòð íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 5x + 6y   11 = 0,
6x   6 = 0 è èìååò êîîðäèíàòû xC = 1, yC = 1. Ïåðåíåñåì
íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
êðèâîé ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ñäâèãà: x = x^ + 1,
y = y^ + 1. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
5(x^ + 1)2 + 12(x^ + 1)(y^ + 1)  22(x^ + 1)  12(y^ + 1)  19 = 0;
êîòîðîå ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðèíèìàåò âèä
5x^2 + 12x^y^   36 = 0: (101)
Âûáåðåì òåïåðü â êà÷åñòâå íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íûå
âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé
e10 =
3p
13
e1 +
2p
13
e2; e20 =   2p
13
e1 +
3p
13
e2:
Ýòîé çàìåíå áàçèñà ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
x^ =
3p
13
x0   2p
13
y0; y^ =
2p
13
x0 +
3p
13
y0:
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Ïîäñòàâèâ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â óðàâíåíèå (101), ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå 513(3x
0 2y0)2  1213(3x0 2y0)(2x0+3y0) 36 = 0, êîòîðîå ïîñëå
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðèíèìàåò âèä 9(x0)2 4(y0)2 = 36.
Èòàê, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä
x2
4
  y
2
9
= 1:
Ýòî æå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (98).
Â äàííîì ñëó÷àå I3 = det(a) = 36
2, à I2 = det(aij) =  36. 
Çàäà÷à 28. Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò fO;x; yg çàäàíà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà óðàâíåíèåì
x2   2xy + y2   10x  6y + 25 = 0:
Íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé è êàíîíè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò.
Ðåøåíèå.Ìàòðèöû àññîöèèðîâàííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì èìå-
þò âèä
(aij) =
 
1  1
 1 1
!
; (a) =
0B@ 1  1  5 1 1  3
 5  3 25
1CA :
Ïîñêîëüêó I2 = det(aij) = 0, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ êðèâîé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Òàê êàê I3 = det(a) =  64 6=
0, òî ýòî ïàðàáîëà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1 )2 1 = 0
èìååò êîðíè 1 = 2, 2 = 0. Ïî ôîðìóëå (99) íàõîäèì êàíîíè-
÷åñêîå óðàâíåíèå 2x2 + 2
p
32y = 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íóæíî ñíà÷àëà ïîâåðíóòü îñè êîîðäè-
íàò. Âåêòîðû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé èìåþò âèä w1 = f 1; 1g,
w2 = f1; 1g. 
Çàäà÷à 29. Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíî-
óäàëåííûõ îò äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ, åñòü ãèïåðáîëè÷å-
ñêèé ïàðàáîëîèä.
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Ðåøåíèå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïåðâàÿ ïðÿ-
ìàÿ  îñü Ox1, îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ïðÿìûõ  îñü Ox3, à âòî-
ðàÿ ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèÿ x1 = t cos, x2 = t sin, x3 =
a = const. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M(x1;x2;x3) äî îñè
Ox1 ðàâåí (x2)2 + (x3)2, à êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò M äî âòîðîé
ïðÿìîé ðàâåí êâàäðàòó ìîäóëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåê-
òîðîâ fcos; sin; 0g è fx1;x2;x3   ag. Ïðèðàâíèâàÿ äâà ýòè
÷èñëà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (x3   a)2 + (x1 sin   x2 cos)2 =
(x2)2 + (x3)2. Â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 2x3
0
=  2ax3 + a2,
x1
0
= x1 sin   x2 cos, x20 = x2 ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
2x3
0
= (x2
0
)2   (x10)2. 
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1], Ãë. XVIII; [7], Ãë. XI, 6.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [4], 721, 722, 723, 724, 725, 726, 727, 728,
729, 735, 740, 741, 1753, 1754, 1755, 1756, 1757, 1758, 1759, 1760,
1761, 1762, 1763, 1764, 1765.
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7 Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç àôôèííîé ãåîìåòðèè ïëîñêîñòè ïîëó÷èòü åâ-
êëèäîâó ãåîìåòðèþ, íóæíî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ V2 àôôèí-
íîãî ïðîñòðàíñòâàA2 ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à â ãðóïïå
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé GA(A2) ïðîñòðàíñòâà A2 âçÿòü ïîä-
ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Îáðàòíî, àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ ïëîñêî-
ñòè ïîëó÷àåòñÿ èç åâêëèäîâîé ïåðåõîäîì ê áîëåå øèðîêîé ãðóï-
ïå ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùåé íà òîì æå ñàìîì ìíîæåñòâå
òî÷åê.
Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ âîçíèêàåò ïðè äàëüíåéøåì ðàñøè-
ðåíèè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Êàê è â ñëó÷àå àôôèííîé ãåî-
ìåòðèè (ñ. 31), ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòåñòâåííî âîçíè-
êàþò â ðàìêàõ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Åñëè â òðåõìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 âçÿòü äâå íåïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè
 = fM0;L2g è 0 = fM 00;L02g è òî÷êó S, íå ïðèíàäëåæàùóþ
íè îäíîé èç ýòèõ ïëîñêîñòåé, òî îòîáðàæåíèå p, ïðîåêòèðóþùåå
ïëîñêîñòü  íà 0 èç òî÷êè S (ò.å., îòíîñÿùåå òî÷êå M 2  òî÷-
êó M 0 2 0, ëåæàùóþ íà ïðÿìîé SM), ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì. Â îòëè÷èå îò ïðîåêòèðîâàíèÿ ïëîñêîñòè  íà 0
ïàðàëëåëüíî íåêîòîðîìó âåêòîðó (ñ. 31), öåíòðàëüíîå ïðîåêòè-
ðîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Äëÿ òî÷êè N òàêîé,
÷òî ïðÿìàÿ SN ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè 0, íå ñóùåñòâóåò îáðàçà
N 0 = p(N). À äëÿ òî÷êè K 0 2 0 òàêîé, ÷òî SK 0k, íå ñóùåñòâó-
åò ïðîîáðàçà K 2 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû öåíòðàëüíîå ïðîåêòè-
ðîâàíèå èç òî÷êè S ñòàëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì,
ìîæíî óäàëèòü èç ïëîñêîñòè  ïðÿìóþ a, ïðèíàäëåæàùóþ ïëîñ-
êîñòè  = fS;L02g, à èç ïëîñêîñòè 0 ïðÿìóþ b0, ïðèíàäëåæàùóþ
ïëîñêîñòè  = fS;L2g. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïðè çàìåíå òî÷êè S íà êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òî÷êó S1 ïðèäåò-
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ñÿ óäàëÿòü äðóãèå ïðÿìûå. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû, íàîáîðîò, äîáàâèòü êî ìíîæåñòâó òî÷åê ïëîñêîñòè 0 òî÷-
êè, êîòîðûå áóäóò ñëóæèòü îáðàçàìè òî÷åê ïðÿìîé a, à êî ìíî-
æåñòâó òî÷åê ïëîñêîñòè  òî÷êè, êîòîðûå áóäóò ñëóæèòü ïðîîá-
ðàçàìè òî÷åê ïðÿìîé b0. Ðàñøèðåííûå ïëîñêîñòè e = [ p 1(b0)
è e0 = 0 [ p(a) áóäóò íàõîäèòüñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîò-
âåòñòâèè ìåæäó ñîáîé è îäíîâðåìåííî âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñî ìíîæåñòâîì P2 ïðÿìûõ ïðîñòðàíñòâà E3, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç òî÷êó S. Ìíîæåñòâî P2 óæå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïëîñêîñòåé  è 0, è ïî îòíîøåíèþ ê íåìó ïëîñêîñòè  è 0
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîäìíîæåñòâà. Ýòî ìíîæåñòâî P2 è
íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
SN
M
M 0 K 0

0
Ðèñ. 35.
Ïðè öåíòðàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íå ñîõðàíÿåòñÿ ïàðàëëåëü-
íîñòü ïðÿìûõ.
Çàäà÷à 30. Ïîêàçàòü, ÷òî, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùåå öåíòðàëüíîå
ïðîåêòèðîâàíèå, ìîæíî ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëü-
íèê ABCD ïåðåâåñòè â ïàðàëëåëîãðàìì.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïèðàìèäó SABCD. Ïóñòü
O  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.
Íà ëó÷å SO âûáåðåì òî÷êó P òàêóþ, ÷òî
 !
SO =
 !
OP . Ïóñòü ÷å-
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òûðå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì
SA, SC, SB è SD, ïåðåñåêàþò SC, SA, SD è SB ñîîòâåòñòâåí-
íî â òî÷êàõ C 0, A0,D0 è B0. ×åòûðåõóãîëüíèê A0B0C 0D0 ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëîãðàììîì. 
Çàäà÷à 31. Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïëîñêîñòèOxz
íà ïëîñêîñòü Oxy èç òî÷êè S(a; b; c).
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà M 2 Oxz èìååò êîîðäèíàòû (x; 0; z),
à òî÷êà M 0 2 Oxy  êîîðäèíàòû (x0; y0; 0). Èç êîëëèíåàðíîñòè
âåêòîðîâ
  !
SM è
  !
SM 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðîïîðöèè:
x0   a
x  a =
y0   b
0  b =
0  c
z   c;
îòêóäà
x0 =
az   cx
z   c ; y
0 =
bz
z   c:

Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R íàçûâàåòñÿ òðîéêà
(Pn;Vn+1; p), ñîñòîÿùàÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Pn, âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn+1 ðàçìåðíîñòè n + 1 íàä ïîëåì R
è ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ
p : Vn+1 n f0g ! Pn (102)
òàêîãî, ÷òî p(v) = p(w) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = w.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Pn íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Êîãäà íå âîçíèêàåò íåäîðàçóìåíèé, ïðè îáîçíà-
÷åíèè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèí ñèì-
âîë Pn. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâîVn+1 íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàí-
íûì ñ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì Pn. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî
îòîáðàæåíèå (102) çàäàåò íà ìíîæåñòâå Pn ñòðóêòóðó ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ' : P 0m ! Pn íàçûâàåòñÿ ìîð-
ôèçìîì ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ (ïðîåêòèâíûì îòîáðàæå-
íèåì), åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå e' : V0m+1 !
Vn+1 àññîöèèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ òàêîå, ÷òî êîì-
ìóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:
V0m+1 n f0g e' //
p0

Vn+1 n f0g
p
P 0m ' // Pn
(103)
Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû (103) îçíà÷àåò, ÷òî p e' = 'p0.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìîðôèçìà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò,
÷òî îòîáðàæåíèå e' â äèàãðàììå (103) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì
(ker e' = f0g), ïîñêîëüêó èíà÷å âåðõíÿÿ ñòðîêà äèàãðàììû áóäåò
íå îïðåäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Ìîðôèçì ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçû-
âàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, è ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå e'
áóäåò èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (åñëè v 2 Vn+1
íå ïðèíàäëåæèò îáðàçó ïðîñòðàíñòâà V0m+1, òî p(v) 2 Pn+1 íå
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü îáðàçó ïðîñòðàíñòâà Pn). Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå e' ïîðîæäàåò ìîð-
ôèçì '.
7.1 Ïðèìåðû ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
1. Pn = Vn+1 n f0g=, ãäå   îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íà ìíîæåñòâå Vn+1 n f0g, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
v  w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = w äëÿ íåêîòîðîãî
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 2 R. Îòîáðàæåíèå p èìååò âèä p : v 7! [v], ãäå [v]  êëàññ
âåêòîðîâ, ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðó v.
Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî RPn = Rn+1 n f0g= íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n.
2. Pn  ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Vn+1. Îòîáðàæåíèå p èìååò âèä p : v 7! L(v).
3. Pn = B(O)  ìíîæåñòâî ïðÿìûõ àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (An+1;Vn+1;  ), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó
O 2 An+1. Òàêîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé, òî÷êà
O íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ñâÿçêè. Îòîáðàæåíèå p îòíîñèò âåêòîðó
v 2 Vn+1 n f0g ïðÿìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç O,
p : v 7! `(v) = fM 2 An+1 j rM = rO + tvg:
4. Pn = Sn=, ãäå Sn = fx 2 En+1 jx2 = 1g  ñôåðà ðàäèóñà 1
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En+1, à îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
 îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: x  y , x = y. Îòîáðà-
æåíèå p îòíîñèò âåêòîðó v 2 Vn+1nf0g ïàðó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé x = tv ñî ñôåðîé Sn.
O
v
`(v)
Ñâÿçêà
x
 x
Sn=fx   xg
Ðèñ. 36.
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàç-
ìåðíîñòè èçîìîðôíû, òî ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû íàçûâàþò
òàêæå ìîäåëÿìè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n.
123
7.2 Àôôèííàÿ ìîäåëü ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü Pn = B(O)  ñâÿçêà ïðÿìûõ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
An+1 ñ öåíòðîì â òî÷êå O,  = An  ãèïåðïëîñêîñòü â An+1
ñ íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì Vn(), íå ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç òî÷êó O, à 0 = fO;Vn()g  ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó O è ïàðàëëåëüíàÿ . Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç òî÷êó O è ëåæàùèå â ãèïåðïëîñêîñòè 0, îáðàçóþò ñâÿçêó
B0(O) = Pn 1(0), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé (n   1)-ìåðíîå ïðî-
åêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.
A B
O

0
c
ab
Ðèñ. 37.
Åñëè ïðÿìàÿ a 2 B(O) íå ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè 0, òî îíà
ïåðåñåêàåò  = An â îäíîé òî÷êå A. Îòíîñÿ êàæäîé ïðÿìîé
a 2 B(O)nB0(O) òî÷êó A = a\, ïîëó÷èì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå
h : Pn n Pn 1(0)! An; (104)
íàçûâàåìîå àôôèííîé êàðòîé.
Îòîæäåñòâëÿÿ Pn n Pn 1(0) ñ An, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
Pn = An [ Pn 1(0) (105)
êàê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà  = An, äîïîëíåííîãî ìíîæå-
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ñòâîì Pn 1(0). Ýòî ìíîæåñòâî Pn 1(0) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ â Pn (îïðåäåëåíèå ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîåêòèâíîì ïðîñò-
ðàíñòâå ïðèâåäåíî íèæå), íàçûâàåìîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé èëè
íåñîáñòâåííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ äëÿ äàííîé àôôèííîé êàðòû.
Âñÿêàÿ òî÷êà C 2 Pn 1(0), òî åñòü ïðÿìàÿ c 2 B0(O), íàçûâàåò-
ñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé èëè íåñîáñòâåííîé òî÷êîé àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà An  Pn. Òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn,
ïðèíàäëåæàùèå An, ïðè ýòîì íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè òî÷êàìè
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An. Ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Pn â âèäå îáúåäèíåíèÿ (105) àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
An è íåñîáñòâåííîé ãèïåðïëîñêîñòè Pn 1(0) íàçûâàåòñÿ àôôèí-
íîé ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïðåäñòàâëÿÿ äàëåå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn 1(0), à çà-
òåì è êàæäóþ âíîâü ïîÿâëÿþùóþñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ãè-
ïåðïëîñêîñòü, â âèäå (105), ïîëó÷èì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå
Pn = An [ An 1 [ An 2 [ : : : [ A0: (106)
7.3 Ïëîñêîñòè â Pn
Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêîñòüþ ðàçìåðíîñòè m (m-ïëîñêîñòüþ) â
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
m  Pn, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îáðàç p (Vm+1nf0g), ãäåVm+1 =
Vm+1(m)  ïîäïðîñòðàíñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâåVn+1,
àññîöèèðîâàííîì ñ Pn.
Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå p, îãðàíè÷åííîå íà Vm+1 n f0g, íà-
äåëÿåò ïîäìíîæåñòâî m  Pn ñòðóêòóðîé m-ìåðíîãî ïðîåê-
òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pm. Ïîýòîìó ïëîñêîñòè â Pn íàçûâàþò
òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâàìè â Pn. Â äàëüíåéøåì ïëîñêîñòü m =
p(Vm+1 n f0g) áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ñèìâîëîì (Vm+1).
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OPn
Vm+1
Pm = m
Ðèñ. 38.
0-ïëîñêîñòè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn  ýòî òî÷êè ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà. 1-ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà Pn íàçûâàþòñÿ ïðÿìû-
ìè, à (n  1)-ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè.
Ïóñòü (Vm+1) è (V
0
k+1)  äâå ïëîñêîñòè â Pn. Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà Vm+1 \V0k+1 6= f0g, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ
(Vm+1) \ (V0k+1) = (Vm+1 \V0k+1):
ÅñëèVm+1\V0k+1 = f0g, òî ïëîñêîñòè (Vm+1) è (V0k+1) íàçû-
âàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äâå ïëîñêîñòè â Pn
ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïëîñêîñòè, ëèáî ñêðåùèâàþòñÿ. Ïëîñêîñòè
m è k â Pn ìîãóò ñêðåùèâàòüñÿ òîëüêî ïðè (m+1)+ (k+1) 6
n + 1, ò. å. òîëüêî ïðè m + k 6 n  1.
O
M
a
b
V1(M)
V2(a)
V2(b)
Ðèñ. 39.
Â ÷àñòíîñòè, íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (òàê íàçûâàþò ïðî-
åêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè äâà) P2 ëþáûå äâå íåñîâ-
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ïàäàþùèå ïðÿìûå a è b ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà
M = a \ b îïðåäåëÿåòñÿ 1-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
V1(M) = V2(a) \V2(b):
Â ìîäåëè P2 = S2= ýòî ñâîéñòâî ïðÿìûõ ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè èëëþñòðèðóåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ áîëüøèõ îêðóæíîñòåé
ñôåðû â äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ.
Ðèñ. 40.
Ðàññìîòðèì òåïåðü àôôèííóþ ìîäåëü Pn = An[Pn 1(0) ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, è ïóñòü äâå ïðÿìûå a è b â Pn òàêîâû,
÷òî èõ ÷àñòè, ñîäåðæàùèåñÿ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâåAn, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå (àôôèííûå) ñ íàïðàâëÿ-
þùèì âåêòîðîì v. Òàê êàê V2(a)\V2(b) = L(v), òî ýòè ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå p(v) 2 Pn 1(0).
Çàìå÷àíèå. Â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn íàä ïîëåì âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè òàêîå ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà (òî÷íåå, òîïîëîãèè) êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê Ai, i = 1; 2; : : :. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì
îáðàçîì: òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ai, åñ-
ëè â íåêîòîðîé àôôèííîé êàðòå, äëÿ êîòîðîé òî÷êà A íå ÿâ-
ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé, òî åñòü òàêîé, ÷òî A 2 An, íàé-
127
äåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ïðè i > k âñå òî÷êè Ai
ïðèíàäëåæàò An è lim
i!1
Ai = A. Ïðè ýòîì âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ïðîåê-
òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé (òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé îêðóæíîñòè). Ïðåäåëîì ñòðåìÿùåéñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Ai, i = 1; 2; : : :, ïðÿìîé
` ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An èç
àôôèííîé ìîäåëè (105) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà p(v) 2 Pn 1(0).
7.4 Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â Pn
Òî÷êà A 2 Pn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì âåêòîðîì a èç
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn+1, àññîöèèðîâàííîãî ñ Pn, òàêèì,
÷òî p(a) = A. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: A =
[a]. Ïðè ýòîì [a] = [b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b = a,
 2 R. Ïóñòü feg,  = 1; : : : ; n+ 1,  áàçèñ â Vn+1 è a = ae.
Òîãäà òî÷êà A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ÷èñåë fag,
 = 1; : : : ; n + 1. Äâà íàáîðà fag è fbg çàäàþò îäíó è òó æå
òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Pn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b = a,
 = 1; : : : ; n + 1, äëÿ íåêîòîðîãî  2 R.
×èñëà fag,  = 1; : : : ; n+1, îïðåäåëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî îä-
íîâðåìåííîãî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè
êîîðäèíàòàìè òî÷êè A = [a] 2 Pn îòíîñèòåëüíî áàçèñà feg.
Ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû òî÷êè A áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: [a1 : a2 : : : : : an+1] èëè, êðàòêî, [a]. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèíÿòûìè îáîçíà÷åíèÿìè, [a1 : a2 : : : : : an+1] = [a1 :
a2 : : : : : an+1] äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî  2 R.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå äâà áàçèñà
feg è fe0g îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ñèñòåìó ïðîåêòèâíûõ êî-
îðäèíàò â Pn ? Îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü feg è fe0g  äâà áàçèñà â âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå Vn+1, àññîöèèðîâàííîì ñ ïðîåêòèâíûì ïðî-
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ñòðàíñòâîì Pn è a = ae = 0ae0  ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà a
ïî óêàçàííûì áàçèñàì. Ñîîòíîøåíèå
[a1 : a2 : : : : : an+1] = [ 0a1 : 0a2 : : : : : 0an+1]
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê [a] 2 Pn òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò  2 R òàêîå, ÷òî e0 = e äëÿ âñåõ  =
1; : : : ; n + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè e0 = e, òî a = a
e =
0ae0 =
0ae, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a =   0a,  = 1; : : : ; n + 1.
2) Òî÷êà E 0, îïðåäåëÿåìàÿ áàçèñíûì ýëåìåíòîì [e
0
] áàçèñà
fe0g, èìååò â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû [
1
0: : : : :

1: : : : :
n+1
0 ], ãäå åäè-
íèöà ñòîèò íà ìåñòå ñ íîìåðîì . Åñëè ýòà òî÷êà èìååò òàêèå
æå êîîðäèíàòû â áàçèñå feg, òî e0 = e. Îäíàêî, â ïîñëåä-
íåì ñîîòíîøåíèè êîýôôèöèåíò  çàâèñèò îò íîìåðà , ïîýòîìó
âåêòîðû áàçèñîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè e0 = e. ×òîáû ïî-
êàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå âñå êîýôôèöèåíòû ,  = 1; : : : ; n+1,
ñîâïàäàþò, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êó
E = [e01 + e
0
2 + : : : + e
0
n+1] = [1e1 + 2e2 + : : : + n+1en+1]:
Ïîñêîëüêó åå êîîðäèíàòû [1 : 1 : : : : : 1] è [1 : 2 : : : : : n+1]
îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñîâ ñîâïàäàþò, òî 1 = 2 =
: : : = n+1. 
Îïðåäåëåíèå. Äâà áàçèñà fe0g è feg âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Vn+1, àññîöèèðîâàííîãî ñ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì
Pn, íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò  2 R òàêîå,
÷òî e0 = e äëÿ âñåõ  = 1; : : : ; n + 1.
Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî
B(Vn+1) âñåõ áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâàVn+1 íà êëàññû ýêâèâàëåíò-
íûõ ìåæäó ñîáîé áàçèñîâ. Êàæäûé èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì ðåïåðîì. Ïðîåêòèâíûé ðåïåð,
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îïðåäåëÿåìûé áàçèñîì feg, îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[e]. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè A 2 Pn îòíîñèòåëüíî ðåïåðà [e]
íàçûâàþòñÿ åå êîîðäèíàòû [a] îòíîñèòåëüíî áàçèñà feg.
Â ïðèíÿòîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé ïðîåêòèâíûé ðåïåð [e],  =
1; : : : ; n + 1, è îäíà òî÷êà [e] = p(e) îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî.
Ïîýòîìó êàæäûé ðàç áóäåì îãîâàðèâàòü, èìååòñÿ ëè â âèäó îäíà
òî÷êà èëè ðåïåð.
Ïðîåêòèâíûé ðåïåð [e],  = 1; : : : ; n + 1, îïðåäåëÿåò n + 1
òî÷êó E = [e] = p(e) â ïðîñòðàíñòâå Pn. Îäíàêî, îáðàòíî ïî
òî÷êàì E,  = 1; : : : ; n+1, ðåïåð [e] íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ, ïî-
ñêîëüêó òî÷êàìè E êàæäûé èç âåêòîðîâ e îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷-
íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñâîé ìíîæèòåëü . Ýòîò íåäîñòàòîê
ìîæíî óñòðàíèòü, çàäàâ åùå îäíó òî÷êó E = [e1+e2+: : :+en+1],
êîòîðàÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ðåïåðîì [e], èìååò
êîîðäèíàòû [1 : 1 : : : : : 1].
O
E1 E E2
e1
e2
Ðèñ. 41.
Íàáîðîì òî÷åê fE;Eg ïðîåêòèâíûé ðåïåð [e] îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî âûøåïðèâåäåííîãî ïðåäëîæå-
íèÿ). Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ íàáîðà fE;Eg òàêæå èñïîëüçóåòñÿ
íàçâàíèå ïðîåêòèâíûé ðåïåð. Òî÷êè E, èìåþùèå êîîðäèíàòû
[
1
0: : : : :

1: : : : :
n+1
0 ], íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ðåïåðà, à òî÷êà E,
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èìåþùàÿ êîîðäèíàòû [1 : 1 : : : : : 1], íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé òî÷-
êîé.
Çàìå÷àíèå. Ñîîòâåòñòâèå, îòíîñÿùåå òî÷êå ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà åå êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíîãî ðåïåðà,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçîìîðôèçì h : Pn ! Rn+1 n f0g= 
ïðîñòðàíñòâàPn íà ñòàíäàðòíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâîRPn.
Ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû [x1 : x2 : : : : : xn+1] íàçûâàþò-
ñÿ òàêæå îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè. Äëÿ àôôèííîé êàðòû
(105), îïðåäåëÿåìîé ãèïåðïëîñêîñòüþ   An+1 ñ óðàâíåíèåì
xn+1 = 1, ó òî÷åê èç An  Pn ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà xn+1 îò-
ëè÷íà îò íóëÿ, ïîýòîìó òàêèå òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò-
ñÿ ÷èñëàìè fX i = xi=xn+1g, i = 1; : : : ; n. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
[x1 : x2 : : : : : xn+1] = [X1 : X2 : : : : : Xn : 1]. ×èñëà fX ig,
i = 1; : : : ; n, íàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷åê
èç An  Pn. Íåîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû  ýòî àôôèííûå êîîð-
äèíàòû â ãèïåðïëîñêîñòè  = An îòíîñèòåëüíî àôôèííîãî ðå-
ïåðà fQ; eig, i = 1; : : : ; n, ãäå Q 2   òî÷êà ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
rQ =
 !
OQ = en+1.
O
Q
e1
en
e1
en
Vn()
An = 
M = [x]
Ðèñ. 42.
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7.5 Óðàâíåíèÿ m-ïëîñêîñòè m(Vm+1)
Òî÷êà [x] ïðèíàäëåæèò m-ïëîñêîñòè m(Vm+1) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âåêòîð x ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Vm+1.
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ m-ïëîñêîñòè m(Vm+1) â ïðîåêòèâíûõ êî-
îðäèíàòàõ, îïðåäåëÿåìûõ ðåïåðîì [e], èìåþò òîò æå âèä, ÷òî
è óðàâíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Vm+1 â áàçèñå feg.
1. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî Vm+1 çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
Vm+1 = Lfa1; : : : ; am+1g ñâîåãî áàçèñà faAg, A = 1; : : : ;m + 1,
òî [x] 2 m(Vm+1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x = t1a1 + : : : + t
m+1am+1 = t
AaA:
Â êîîðäèíàòàõ ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä
x = t1a1 + : : : + t
m+1am+1 = t
AaA: (107)
Óðàâíåíèÿ (107) íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
m-ïëîñêîñòè m(Vm+1). ×èñëà [t
1 : : : : : tm+1] = [tA] ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè â ïëîñêîñòè m(Vm+1) îòíîñèòåëü-
íî ïðîåêòèâíîãî ðåïåðà [aA], A = 1; : : : ;m + 1.
2. Åñëè Ann(Vm+1) = Lfeb1; : : : ; ebn mg  Vm+1, ãäå febag,
a = 1; : : : ; n m,  áàçèñ â Ann(Vm+1), òî [x] 2 m(Vm+1) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäàeba(x) = 0; a = 1; : : : ; n m:
Â êîîðäèíàòàõ óêàçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä
bax
 = 0; a = 1; : : : ; n m; (108)
ãäå ba  êîîðäèíàòû ëèíåéíîé ôîðìû
eba îòíîñèòåëüíî áàçè-
ñà feg. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ [x] m-
ïëîñêîñòü m(Vm+1) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
(108).
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7.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò â Pn
Ïóñòü [e] è [e0]  äâà ïðîåêòèâíûõ ðåïåðà â ïðîñòðàíñòâå Pn.
Áàçèñû feg è fe0g àññîöèèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Vn+1, îïðåäåëÿþùèå ýòè ðåïåðû, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
e0 = p

0e: (109)
Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò [x]
èìååò âèä
x = p0x
0: (110)
Êàæäûé èç áàçèñîâ feg è fe0g îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðîåêòèâíûì ðåïåðîì ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî: feg  fe = eg, fe0g  fe0 = e0g. Åñëèe0 = ep0e, òî ep0 = p0, ãäå  = =. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà
(p0), îñóùåñòâëÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (110), îïðå-
äåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî.
Ìàòðèöó, çàäàííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîå
÷èñëî, íàçûâàþò ïñåâäîìàòðèöåé. Òî÷íåå, ïñåâäîìàòðèöà  ýòî
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö [P ] = [p ] ïî ñëåäóþùåìó îòíî-
øåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: P = (p)  Q = (q ) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà P = Q äëÿ íåêîòîðîãî  2 R.
7.7 Ïðåîáðàçîâàíèÿ (äâèæåíèÿ) ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâàPn
Îïðåäåëåíèå.Äâèæåíèåì (ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì) ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ñåáÿ, òî åñòü òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå ' : Pn ! Pn, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
èçîìîðôèçì e' : Vn+1 ! Vn+1 àññîöèèðîâàííîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Vn+1 íà ñåáÿ òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà äèà-
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ãðàììà
Vn+1 n f0g e' //
p

Vn+1 n f0g
p

Pn ' // Pn :
(111)
Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ', ïîðîæäàåìîå ëèíåéíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì e', áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
' = [e'].
Â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ, îïðåäåëÿåìûõ ðåïåðîì [e], ïðå-
îáðàçîâàíèå ' : Pn 3 [x] 7! [y] 2 Pn ïðèíèìàåò âèä
y = 'x
; (112)
ãäå (')  ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ e' â áàçèñå feg.
Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ' = [e'] è  = [ e ] ñîâïàäàþò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e' =  e ,  2 R. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèe' =  e , òî, î÷åâèäíî, [e'] = [ e ]. Åñëè æå [e'] = [ e ] è e : e 7! e0,
òî e' : e 7! e0, ãäå  çàâèñèò (aïðèîðè) îò  = 1; : : : ; n + 1.
Íî, ïîñêîëüêó e' : e1 + e2 + : : : + en+1 7! 1e01 + 2e02 + : : : +
n+1e
0
n+1 = (e
0
1 + e
0
2 + : : : + e
0
n+1), òî  =  ïðè âñåõ  =
1; : : : ; n + 1.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà (') ïðîåêòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (112) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî, à ïðîåêòèâíûé ðåïåð [e] óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ïðîñòðàíñòâà Pn è ïñåâäîìàòðèöàìè [' ].
Ìíîæåñòâî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Pn îá-
ðàçóåò ãðóïïó GP (Pn), èçîìîðôíóþ ôàêòîðãðóïïå (ñì. [14], 65
èëè [12], Ãë. 5, 3) GL(Vn)=H ãðóïïû GL(Vn) ëèíåéíûõ (íåâû-
ðîæäåííûõ) ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàVn ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H, ñîñòîÿùåé èç ãîìîòåòèé   id : x 7! x.
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Ïîñêîëüêó â êîîðäèíàòàõ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàþòñÿ
íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè, ãðóïïà GP (Pn) èçîìîðôíà ôàê-
òîðãðóïïå GL(n;R)=H ïîëíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû ïî íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïåH, ñîñòîÿùåé èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö (') = ( 

 ).
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò (110) ñ ôîðìàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ñòàíäàðòíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RPn.
Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå e' : Vn+1 ! Vn+1 óñòà-
íàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè
x è x0, èìåþùèìè îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû x ïî îòíîøåíèþ ê
áàçèñàì feg è fe0g, ãäå e0 = e'(e), òî åñòüe' : x = xe 7 ! x0 = xe0;
òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ' : Pn ! Pn óñòàíàâëèâàåò âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè [x] è [x0], èìå-
þùèìè îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû [x] ïî îòíîøåíèþ ê ðåïåðàì
[e] è [e
0
] ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. ïðåäëîæåíèå íà
ñ. 128), ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ' : Pn ! Pn îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèÿìè
E 7! E 0;  = 1; : : : ; n + 1; E 7! E 0
ìåæäó òî÷êàìè, çàäàþùèìè ïðîåêòèâíûå ðåïåðû fE;Eg
è fE 0;E 0g.
Ïðåäëîæåíèå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ' : Pn ! Pn, êîòîðîå ïåðåâîäèò îäèí óïîðÿäî-
÷åííûé íàáîð fA1; : : : ; An+2g èç n + 2 òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â
îáùåì ïîëîæåíèè (íèêàêèå n + 1 èç ýòèõ òî÷åê íå ïðèíàä-
ëåæàò îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè) â äðóãîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
fA01; : : : ; A0n+2g èç n + 2 òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæå-
íèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, '  ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïå-
ðåâîäÿùåå âåðøèíû ðåïåðà fE = A;E = An+2g â ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåðøèíû ðåïåðà fE 0 = A0;E = A0n+2g. 
Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè P2 ìîæíî ïåðåâåñòè îäèí èç äâóõ
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ â äðó-
ãîé.
C1
B1
A1 A2
A3A4
A01
C 0
A02A
0
4
B0 A03
Ðèñ. 43.
7.8 Àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê ïðÿìîé
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = [a], B = [b], C = [c], D = [d] 
÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ïðÿìîé ` â
ïðîñòðàíñòâå Pn, è
c = a + b; d = a + b: (113)
Àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì îòíîøåíèåì òî÷åê A, B, C è
D íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî:
(A;B;C;D) =


:


: (114)
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî (A;B;C;D) íå çàâèñèò îò âû-
áîðà âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ òî÷êè A, B, C è D. Íàïðèìåð,
åñëè çàìåíèòü â ðàçëîæåíèÿõ (113) a íà a, òî  è  çàìåíÿòñÿ,
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ñîîòâåòñòâåííî, íà 0 = = è 0 = =. Ïðè ýòîì ÷èñëî (114)
íå èçìåíèòñÿ.
A B C D
O
a b c
d
Ðèñ. 44.
×èñëî (A;B;C;D) íàçûâàþò òàêæå ñëîæíûì îòíîøåíèåì
òî÷åê A, B, C, D.
Çàäà÷à 32. Ïóñòü fE1; E2;Eg  ïðîåêòèâíûé ðåïåð íà ïðîåê-
òèâíîé ïðÿìîé (îäíîìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå) P1, à
M  òî÷êà ýòîé ïðÿìîé ñ êîîðäèíàòàìè [x1 : x2]. Ïðîâåðèòü,
÷òî (E1; E2; E;M) = x
1=x2.
Çàäà÷à 33. Ïóñòü òî÷êè A, B, C, D ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1
çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè [a1 : a2], [b1 : b2], [c1 : c2], [d1 : d2]
ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïðîåêòèâíîãî ðåïåðà
[e1; e2]. Äîêàçàòü, ÷òî
(A;B;C;D) =
a1 c1a2 c2
c1 b1c2 b2

:
a1 d1a2 d2
d1 b1d2 b2

: (115)
Ðåøåíèå. Ïåðâîå èç ðàçëîæåíèé (113) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ 
è , à âòîðîå  êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ  è . Çàïèñàâ ðåøåíèå ýòèõ ñèñòåì ïî ôîðìóëàì
Êðàìåðà è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (114), ïîëó÷èì
ôîðìóëó (115). 
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Çàäà÷à 34. Âûâåñòè èç ôîðìóëû (115) ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:
(A;B;C;D) = (C;D;A;B) = (B;A;C;D) 1 =
= (A;B;D;C) 1 = (B;A;D;C): (116)
Ïîñêîëüêó ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè âåêòîðîâ ïåðåõîäÿò â ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îáðàçîâ ýòèõ
âåêòîðîâ ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè, òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåê-
òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. äèàãðàììó (111)) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ àíãàðìîíè÷åñêîå îò-
íîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê ïðÿìîé. Àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå
÷åòûðåõ òî÷åê ïðÿìîé íàçûâàþò îñíîâíûì èíâàðèàíòîì ïðî-
åêòèâíîé ãåîìåòðèè.
7.9 Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â àôôèííîé êàðòå
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ' : Pn !
Pn è ïðåäñòàâëåíèå (105) ïðîñòðàíñòâà Pn â âèäå îáúåäèíå-
íèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà è íåñîáñòâåííîé ãèïåðïëîñêîñòè
Pn = An[Pn 1(0), ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîé àôôèííîé êàð-
òå (104). Âûÿñíèì, êàêèìè óðàâíåíèÿìè çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèå
'jAn : An ! Pn ïðåîáðàçîâàíèÿ ' â àôôèííûõ (íåîäíîðîäíûõ)
êîîðäèíàòàõ â ïðîñòðàíñòâå An.
Èòàê, â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn ðàññìàòðèâàåì ðåïåð
[e], ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîìó àôôèííîå ïðîñòðàíñòâîAn îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèåì xn+1 6= 0 (An ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòüþ   Vn+1, èìåþùåé óðàâíåíèå xn+1 = 1). Óðàâíå-
íèÿ (112) â íåîäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ X i = xi=xn+1 è Y i =
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yi=yn+1 ïðèíèìàþò âèä
Y i =
yi
yn+1
=
'ix

'n+1 x

=
'ix

xn+1
'n+1 x

xn+1
=
'ijX
j + 'in+1
'n+1k X
k + 'n+1n+1
: (117)
Òàêèì îáðàçîì, â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ ïðîåêòèâíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ çàäàþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè âèäà
Y i =
ai1X
1 + : : : + ainX
n + ain+1
b1X1 + : : : + bnXn + bn+1
: (118)
Óðàâíåíèÿìè (118) çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèå 'jAn : An ! Pn (îãðà-
íè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ' íà ïîäìíîæåñòâî An  Pn). Ïðè ýòîì
ãèïåðïëîñêîñòü   An, èìåþùàÿ óðàâíåíèå b1X1+ : : :+bnXn+
bn+1 = 0, îòîáðàæàåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ' â íåñîá-
ñòâåííóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Ïîýòîìó ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå An, íî
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò íå ñîâïàäàòü
ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì An.
Âûÿñíèì òåïåðü, êàêîé âèä èìåþò ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ' : Pn ! Pn, ïðè êîòîðûõ íåñîáñòâåííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
Pn 1 îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, è àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî An = Pn n Pn 1 áóäåò îòîáðàæàòüñÿ íà ñåáÿ. Òàê
êàê íåñîáñòâåííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü èìååò óðàâíåíèå xn+1 = 0, òî
â óðàâíåíèÿõ (112) èç xn+1 = 0 äîëæíî ñëåäîâàòü yn+1 = 0 (ïðè
ëþáûõ x1; : : : ; xn). Ïîñêîëüêó yn+1 = 'n+11 x
1 + : : : + 'n+1n x
n +
'n+1n+1x
n+1, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè 'n+11 = '
n+1
2 = : : : = '
n+1
n =
0. Â ýòîì ñëó÷àå 'n+1n+1 6= 0 (èíà÷å îòîáðàæåíèå ' áóäåò âûðîæ-
äåííûì), è óðàâíåíèÿ (117) ïðèíèìàþò âèä
Y i = ai1X
1 + : : : + ainX
n + ain+1; ãäå a
i
 =
'i
'n+1n+1
:
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.
Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ' : Pn !
Pn îòîáðàæàåò íåñîáñòâåííóþ ãèïåðïëîñêîñòü Pn 1 íà ñåáÿ,
òî åãî îãðàíè÷åíèå íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An = Pn n Pn 1
ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà An.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ
ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ â ñåáÿ íåêîòîðóþ ôèê-
ñèðîâàííóþ ãèïåðïëîñêîñòü, ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, àôôèííîé
ãåîìåòðèåé.
7.10 Êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ
ïðîñòðàíñòâ
Òàê æå êàê è â ñëó÷àå âåêòîðíîãî è àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâ,
â îïðåäåëåíèè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñ. 121) ïîëå âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë R ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå äðóãîå ïîëå F. Â
÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå F = C èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C íàçûâàåòñÿ òðîéêà
(Pn(C);Vn+1(C); p), ñîñòîÿùàÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
Pn(C), âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn+1(C) ðàçìåðíîñòè n + 1
íàä ïîëåì C è ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ
p : Vn+1(C) n f0g ! Pn(C) (119)
òàêîãî, ÷òî p(v) = p(w) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = w
äëÿ íåêîòîðîãî  2 C.
Â äàëüíåéøåì ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî (Pn(C);Vn+1(C); p)
èíîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü îäíèì ñèìâîëîì Pn(C).
Çàäà÷à 35. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P3(F2) ðàçìåðíîñòè 3
íàä ïîëåì F2 îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2 ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñ-
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ëà òî÷åê. Âûÿñíèòü, èç ñêîëüêèõ òî÷åê ñîñòîèò ýòî ïðîñòðàíñò-
âî, è íàéòè âñå ïðÿìûå è âñå ïëîñêîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñèôèêàöèåé n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn = (Pn;Vn+1; p) íàçûâàåòñÿ íà-
áîð (PCn ; e; ), ñîñòîÿùèé èç êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (PCn ;VCn+1; pC), ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ e : Vn+1 !
VCn+1 è èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ  : Pn ! PCn òàêèõ, ÷òî
ïàðà (VCn+1;
e) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé àññîöèèðîâàííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn+1 è êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ
äèàãðàììà:
Vn+1 n f0g e //
p

VCn+1 n f0g
pC

Pn  // PCn :
(120)
Ïðè ýòîì èñõîäíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ åãî îáðàçîì (Pn)  PCn .
Ïîñòðîèòü êîìïëåêñèôèêàöèþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâàPn
ìîæíî, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (VCn+1;
e)  êîì-
ïëåêñèôèêàöèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn+1, àññîöèèðîâàí-
íîãî ñ Pn. Ââåäåì íà VCn+1 n f0g îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
, ïîëàãàÿ, ÷òî v  w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
 2 C òàêîå, ÷òî v = w. Ïîëîæèì çàòåì
PCn = VCn+1 n f0g=  è pC : VCn+1 n f0g 3 v 7! [v] 2 PCn ;
ãäå [v]  êëàññ âåêòîðîâ, ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðó v. Îòîáðà-
æåíèå , çàìûêàþùåå äèàãðàììó (120), ïðè ýòîì îïðåäåëèòñÿ
ñîîòíîøåíèåì (A) = [e(a)], ãäå A = p(a).
Ïåðåõîä ê êîìïëåêñèôèêàöèè ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäè-
íàòû òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Pn ìîãóò ïðèíèìàòü íå òîëüêî âåùå-
ñòâåííûå, íî è êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.
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Çàìå÷àíèå. Ðàññìàòðèâàÿ àôôèííûå êàðòû, äëÿ êîìïëåêñ-
íîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn(C) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ àíàëîãè÷íûå (105) è (106). Ïåðåõîäÿ â ñîîòâåòñòâó-
þùåì ïðåäñòàâëåíèè (106) ê îâåùåñòâëåíèÿì êîìïëåêñíûõ àô-
ôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå êîì-
ïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà êàê (äèçúþíêòíîãî) îáú-
åäèíåíèÿ âåùåñòâåííûõ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ:
Pn(C) = A2n [ A2(n 1) [ A2(n 2) [ : : : [ A0: (121)
Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 ïðåäñòàâëåíèå (121) ïðèíèìàåò âèä
P1(C) = A2 [ A0, òî åñòü P1(C) ïîëó÷àåòñÿ èç A2 äîáàâëåíè-
åì îäíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè A0 è òîïîëîãè÷åñêè (êàê
íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî òî÷åê) P1(C) ýêâèâàëåíòíî ñôåðå S2.
Çàäà÷à 36. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå êîìïëåêñèôèêàöèè
ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé è ïîñòðîéòå êàêîé-íèáóäü ôóíêòîð
êîìïëåêñèôèêàöèè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.
7.11 Ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â Pn
Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîåêòèâ-
íîì ïðîñòðàíñòâå Pn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê   PCn
â êîìïëåêñèôèêàöèè PCn ïðîñòðàíñòâà Pn, êîòîðîå â ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé íåêîòîðûì ïðîåêòèâíûì ðåïåðîì
[e], çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè
ax
x = 0: (122)
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè Pn ïðåäñòàâëåíî êàê
ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñò-
âà Vn+1, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ êîíóñà e, çàäàííîãî óðàâíåíèåì
(122) â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn+1.
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Åñëè ââåñòè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn+1 ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå (x;y), ïðåâðàùàþùåå åãî â åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî En+1, òî êàæäàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ êîíóñàe áóäåò ïåðåñåêàòü ñôåðó x2 = 1 â äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü  êàê ìíîæåñòâî ïàð òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà ñî
ñôåðîé.

e
Ðèñ. 45.
×àñòü 0 =  \ An ãèïåðïîâåðõíîñòè , ñîäåðæàùàÿñÿ â àô-
ôèííîì ïðîñòðàíñòâåAn = PnnPn 1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà âAn. Åñëè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðî-
ãî ðåïåðà â Pn ãèïåðïëîñêîñòü Pn 1 èìååò óðàâíåíèå xn+1 = 0,
òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ â An ãèïåðïî-
âåðõíîñòü 0 èìååò óðàâíåíèå
aijX
iXj + 2ai n+1X
i + an+1n+1 = 0: (123)
Òèï ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè çàâèñèò îò âûáîðà àôôèííîé êàðòû
(ñì. çàäà÷è 37 è 38 íèæå).
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0
e
An
Ðèñ. 46.
Êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â Pn.
Îïðåäåëåíèå. Äâå ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà  è 	
â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíî ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
' 2 GP (Pn), ïðè êîòîðîì '() = 	 â êîìïëåêñèôèêàöèè PCn
ïðîñòðàíñòâà Pn.
Ïðåîáðàçîâàíèþ ïðîåêòèâíîãî ðåïåðà â Pn ñîîòâåòñòâóåò ïðå-
îáðàçîâàíèå áàçèñà â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
Vn+1. Âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ â Vn+1, êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (122) ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíî-
ìó è òîëüêî îäíîìó êàíîíè÷åñêîìó (íîðìàëüíîìó) âèäó (ñì. [1],
ãëàâà XIV, 6)
pX
=1
(x)2  
p+qX
=p+1
(x)2; p + q 6 n + 1:
Ïîñêîëüêó '() = 	 â Pn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e'(e) = e	
â Vn+1, òî êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå Pn ýêâèâàëåíòíà êëàññèôèêàöèè êîíóñîâ â An+1
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è ýêâèâàëåíòíà êëàññèôèêàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â àññîöèè-
ðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn+1. Ïîýòîìó âñÿêàÿ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà â Pn â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ
ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì è òîëüêî îäíèì èç óðàâíåíèé âèäà
pX
=1
(x)2  
p+qX
=p+1
(x)2 = 0; 1 6 p + q 6 n + 1; p > q: (124)
Êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà â P2.
Òåîðåìà. Äâå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè P2 ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà â íåêîòîðûõ ïðîåêòèâíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò îíè çàäà-
þòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà
1: (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 0 (ìíèìûé îâàë);
2: (x1)2 + (x2)2   (x3)2 = 0 (âåùåñòâåííûé îâàë);
3: (x1)2 + (x2)2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿ-
ìûõ );
4: (x1)2  (x2)2 = 0 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ );
5: (x1)2 = 0 (ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ ).
Çàäà÷à 37. Ïîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî îâàëà,
çàäàííîãî óðàâíåíèåì 2, íà A2 = P2 n P1 äëÿ ïðÿìûõ P1, çà-
äàííûõ óðàâíåíèÿìè x3 = 0, x2 = 0 è x2+x3 = 0, ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ýëëèïñ, ãèïåðáîëó è ïàðàáîëó ñîîòâåòñòâåííî.
Ðåøåíèå. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ïîäåëèòü óðàâíå-
íèå 2 ñîîòâåòñòâåííî íà (x3)2 è (x2)2, ïîñëå ÷åãî â àôôèííûõ
êîîðäèíàòàõ X1 = x1=x3, X2 = x2=x3 è X1 = x3=x2, X2 =
x1=x2 ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ (X1)2 + (X2)2 = 1 è
(X1)2   (X2)2 = 1.
Â òðåòüåì ñëó÷àå íóæíî ñíà÷àëà îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå
êîîðäèíàò y1 = x1, y2 = x2   x3, y3 = x2 + x3. Â íîâîé ñèñòåìå
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êîîðäèíàò îâàë áóäåò èìåòü óðàâíåíèå (y1)2+y2y3 = 0, à ïðÿìàÿ
P1 áóäåò çàäàíà óðàâíåíèåì y3 = 0. Ïîäåëèâ íà (y3)2, â àôôèí-
íûõ êîîðäèíàòàõ X1 = y1=y3, X2 = y2=y3 ïîëó÷èì óðàâíåíèå
ïàðàáîëû (X1)2 +X2 = 0. 
Êëàññèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â P3.
Òåîðåìà. Äâå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå P3 ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåêîòîðûõ ïðîåêòèâíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò
îíè çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì èç ñëåäóþùåãî ñïèñ-
êà
1: (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 = 0 (ìíèìàÿ îâàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü);
2: (x1)2+(x2)2+(x3)2 (x4)2 = 0 (âåùåñòâåííàÿ îâàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü);
3: (x1)2 + (x2)2   (x3)2   (x4)2 = 0 (ëèíåé÷àòàÿ êîëüöå-
âèäíàÿ ïîâåðõíîñòü);
4: (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 0 (ìíèìàÿ êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü);
5: (x1)2+ (x2)2  (x3)2 = 0 (âåùåñòâåííàÿ êîíè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü);
6: (x1)2 + (x2)2 = 0 (ïàðà ìíèìûõ ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé x1 = x2 = 0);
7: (x1)2  (x2)2 = 0 (ïàðà âåùåñòâåííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïëîñêîñòåé);
8: (x1)2 = 0 (ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé).
Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè [0 : 0 : 0 : 1] íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé
êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèåì 5 (ñì. ðèñóíîê íèæå).
Çàäà÷à 38. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûáðàííîé ïîäõîäÿùèì îáðà-
çîì íåñîáñòâåííîé ïëîñêîñòè P2  P3, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, çà-
äàííîé óðàâíåíèåì 2, ïðèíàäëåæàùàÿ A3 = P3 n P2, ìîæåò
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îêàçàòüñÿ ýëëèïñîèäîì, äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì èëè ýë-
ëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì 3  îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì èëè ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì ïàðàáîëîèäîì, à ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì
5  êîíóñîì èëè öèëèíäðîì.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè P2 ïîäáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 37 (ñì. òàêæå
ðèñ. 47). 
Òîïîëîãè÷åñêè (òî åñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî
è âçàèìíî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ) ïîâåðõíîñòè, çàäàííûå
óðàâíåíèÿìè 2, 3 è 5, ýêâèâàëåíòíû ïîâåðõíîñòÿì, èçîáðà-
æåííûì íà ðèñ. 47.
2 3 5
Ðèñ. 47.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ ê ýòèì ðèñóíêàì.
Ïîâåðõíîñòü  ñ óðàâíåíèåì 2 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ïëîñ-
êîñòüþ P2, èìåþùåé óðàâíåíèå x4 = 0, ïîñêîëüêó x4 = 0 âëå-
÷åò x1 = x2 = x3 = 0. Ïîýòîìó  ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì
\A3, ãäå A3 = P3 n P2, à ïåðåñå÷åíèå \A3 èìååò óðàâíåíèå
(X1)2 + (X2)2 + (X3)2 = 1.
Êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâåðõíîñòè  ñ óðàâíåíèåì 3 óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì (x1)2 + (x2)2 6= 0, (x3)2 + (x4)2 6= 0, ïîñêîëüêó
íåâûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé âëå÷åò x3 = x4 =
x1 = x2 = 0. Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà [x] ïîâåðõíîñòè  ìîæåò
áûòü çàäàíà åäèíñòâåííûì âåêòîðîì x 2 V4, êîîðäèíàòû êîòî-
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ðîãî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
(x1)2 + (x2)2 = 1; (x3)2 + (x4)2 = 1: (125)
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â V4 ïîçâîëÿåò îòîæäå-
ñòâèòü åãî ñ R4. Ïðîñòðàíñòâî R4 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòðàíñòâ: R2 c êîîðäèíàòàìè (x1; x2) è
R2 c êîîðäèíàòàìè (x3; x4). Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (125) çàäàþò
äâå åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòè â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ R2, à âñÿ ñè-
ñòåìà çàäàåò ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèå S1  S1  R4 (òîð).
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí òîð âðàùåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñò-
âå.
×àñòü ïîâåðõíîñòè  ñ óðàâíåíèåì 5, ëåæàùàÿ âA3 = P3nP2
äëÿ ïëîñêîñòè P2 ñ óðàâíåíèåì x4 = 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî-
íóñ C ñ óðàâíåíèåì (X1)2 + (X2)2   (X3)2 = 0. Ïåðåñå÷åíèå
ïîâåðõíîñòè ñ P2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü S. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè x4 = 0, òî x3 6= 0 (èíà÷å (x1 = x2 = x3 = 0)
è, ñëåäîâàòåëüíî, â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Y 1 = x1=x3,
Y 2 = x2=x3, Y 3 = x4=x3 ýòî ïåðåñå÷åíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
(Y 1)2 + (Y 2)2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü  ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíóñà C è îêðóæíîñòè S, ãäå ê êàæäîé ïðÿ-
ìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé êîíóñà äîáàâëÿåòñÿ òî÷êà îêðóæíîñòè,
çàìûêàþùàÿ ýòó îáðàçóþùóþ â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ (êîòîðàÿ
òîïîëîãè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îêðóæíîñòü).
7.12 Äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Pn
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâåPn. Îáî-
çíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ñèìâîëîì Pn. Êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
  Pn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàç p(Vn()), ãäå Vn()  Vn+1
 ïîäïðîñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ . Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â Vn+1 íàõîäèòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñî-
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îòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì èõ àííóëÿòîðîâ  1-ìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â ñîïðÿæåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn+1. Îòíî-
ñÿ ëèíåéíîé ôîðìå ew (âåêòîðó ïðîñòðàíñòâà Vn+1) ãèïåðïëîñ-
êîñòü (Ann(ew)), ãäå
Ann(ew) = fx 2 Vn+1 j hx; ewi = 0g
 n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, àííóëèðóþùåå ôîðìó ew (àííóëè-
ðóåìîå ôîðìîé ew, ñì. [27], 4), ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå
p : Vn+1 n f0g  ! Pn; (126)
çàäàþùåå íà ìíîæåñòâå Pn ñòðóêòóðó n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìîãî äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà Pn.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè îáîçíà÷åíèÿìè, ýëåìåíò ïðîñò-
ðàíñòâà Pn, îïðåäåëÿåìûé âåêòîðîì ew 2 Vn+1 (ëèíåéíîé ôîð-
ìîé) îáîçíà÷àåì [ew].
Îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè.
Òî÷êà [a] ïðîñòðàíñòâà Pn ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè [ew]
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ãèïåðïëîñêîñòü [ew]
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó [a], òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ha; ewi = 0 èëè aw = 0: (127)
Ïîñêîëüêó âòîðîå äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (Vn+1)
 âåêòîðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Vn+1 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî èñõîäíîìó ïðî-
ñòðàíñòâóVn+1, òî âòîðîå äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (Pn) ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî èñõîäíîìó
ïðîñòðàíñòâó Pn. Ïîýòîìó òî÷êà [a] ïðîñòðàíñòâà Pn îïðåäåëÿ-
åò ãèïåðïëîñêîñòü ïðîñòðàíñòâà Pn, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé [ew] ïðîñòðàíñòâà Pn òàêèõ, ÷òî ha; ewi = 0, òî åñòü
èç ãèïåðïëîñêîñòåé [ew], ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó [a]. Óñëîâèå
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(127) ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî óñëîâèåì òîãî, ÷òî òî÷êà
[ew] 2 Pn ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè [a] ïðîñòðàíñòâà Pn.
[a]
[ew]
[a] [ew]
Ðèñ. 48.
Îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè [a] ãèïåðïëîñêîñòè [ew] íà-
çûâàþò îòíîøåíèåì èíöèäåíòíîñòè. Ïðè ýòîì óñëîâèå (127)
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì èíöèäåíòíîñòè òî÷êè [a] è ãèïåðïëîñêîñòè
[ew].
Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè.
Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó òî÷êàìè è
ãèïåðïëîñêîñòÿìè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà âûòåêàåò ñëåäó-
þùèé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè:
Åñëè èìååòñÿ êàêîå-ëèáî âåðíîå óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðî-
âàííîå â òåðìèíàõ òî÷åê è ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè ìåæäó íèìè, òî ïî-
ñëå çàìåíû êàæäîãî ñëîâà ¾òî÷êà¿ íà ñëîâî ¾ãèïåðïëîñêîñòü¿,
à êàæäîãî ñëîâà ¾ãèïåðïëîñêîñòü¿ íà ñëîâî ¾òî÷êà¿, ïîëó÷èò-
ñÿ åùå îäíî âåðíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðîñòåéøåé èëëþñòðàöèåé ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:
1) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè P2 èìååòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, èíöèäåíòíàÿ êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê;
2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè P2 èìå-
åòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, èíöèäåíòíàÿ êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ.
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Òåîðåìà Äåçàðãà.
Ïðèìåðîì òåîðåìû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà Äåçàðãà.
Òåîðåìà. Ïóñòü â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn çàäàíû äâà
òðåóãîëüíèêà ABC è A0B0C 0 òàêèõ, ÷òî âñå òî÷êè A, B , C ,
A0 , B0 , C 0 ðàçëè÷íû, à ïðÿìûå AA0 , BB0 è CC 0 ðàçëè÷íû è
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå S . Ïóñòü, äàëåå, U  òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è A0B0 , V  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
BC è B0C 0 , à W  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è A0C 0 . Òî-
ãäà òî÷êè U , V è W ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
S
A
V A0
B
U
B0
C C 0
W
Ðèñ. 49.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 2-ïëîñêîñòè 2 è 
0
2, â êîòîðûõ ðàñïî-
ëîæåíû, ñîîòâåòñòâåííî, òðåóãîëüíèêè ABC è A0B0C 0, íå ñîâ-
ïàäàþò, òî òî÷êè U , V è W ëåæàò íà ïðÿìîé ` = 2 \ 02.
Ïóñòü òåïåðü òðåóãîëüíèêè ABC è A0B0C 0 ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðåìó íàäî äîêàçàòü äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà P2 ðàçìåðíîñòè äâà. Ïóñòü A = [a], B = [b], C = [c],
A0 = [a0], B0 = [b0], C 0 = [c0] è S = [s]. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ
s = a + 0a0; s = b + 0b0; s = c +  0c0:
Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì U = [u], ãäå u =
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a b = 0b0 0a0, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì òî÷êà [u] ïðèíàäëåæèò
êàæäîé èç ïðÿìûõ AB è A0B0. Àíàëîãè÷íî, âû÷èòàÿ èç âòîðîãî
ðàâåíñòâà òðåòüå, à ïîòîì èç òðåòüåãî ïåðâîå, ïîëó÷èì V = [v],
ãäå v = b   c =  0c0   0b0, W = [w], ãäå w = c   a =
0a0    0c0. Ñêëàäûâàÿ òåïåðü âåêòîðû u, v è w, ïîëó÷èì u +
v+w = (a  b) + (b  c) + (c  a) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
âåêòîðû u, v è w ëèíåéíî çàâèñèìû, è ïîýòîìó òî÷êè U , V è
W ïðèíàäëåæàò îäíîé ïðÿìîé. 
Çàäà÷à 39. Äîêàæèòå òåîðåìó Äåçàðãà, îáúÿâëÿÿ ïðÿìóþ ` =
UW íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâàA2 = P2n`.
Ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì â A2 äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõABkA0B0,ACkA0C 0 è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òîBCkB0C 0.
S
A
A0
B
B0
C
C 0
Ðèñ. 50.

Çàäà÷à 40. Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè, äîêàæèòå îá-
ðàòíóþ òåîðåìó Äåçàðãà â P2: Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà ABC è
A0B0C 0 òàêèõ, ÷òî âñå òî÷êè A, B, C, A0, B0, C 0 ðàçëè÷íû, à
òî÷êè U = AB \A0B0, V = BC \B0C 0 è W = AC \A0C 0 ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà ïðÿìûå AA0, BB0 è CC 0 ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå S.
Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, äîñòàòî÷íî àê-
êóðàòíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Äåçàðãà â òåðìèíàõ òî÷åê,
ïðÿìûõ è îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè, à ïîòîì çàìåíèòü êàæ-
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äîå ñëîâî ¾òî÷êà¿ íà ñëîâî ¾ïðÿìàÿ¿ è íàîáîðîò, êàæäîå ñëîâî
¾ïðÿìàÿ¿ íà ñëîâî ¾òî÷êà¿.
Òåîðåìà Äåçàðãà: Òî÷êà S èíöèäåíòíà òðåì ðàçëè÷íûì ïðÿ-
ìûì a, b è c. Òî÷êè A è A0 ðàçëè÷íû è èíöèäåíòíû ïðÿìîé a,
òî÷êè B è B0 ðàçëè÷íû è èíöèäåíòíû ïðÿìîé b, òî÷êè C è C 0
ðàçëè÷íû è èíöèäåíòíû ïðÿìîé c. Íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé S. Ïðÿìûå AB è A0B0 èíöèäåíòíû òî÷êå U ,
ïðÿìûå BC è B0C 0 èíöèäåíòíû òî÷êå V , ïðÿìûå AC è A0C 0
èíöèäåíòíû òî÷êå W . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ s, èíöèäåíòíàÿ
òî÷êàì U , V è W . 
Íååâêëèäîâû ãåîìåòðèè.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñì. ñ. 140), ãåîìåòðèÿ ïðîåêòèâ-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ãðóïïîé ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïå-
ðåâîäÿùèõ â ñåáÿ íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ ãèïåðïëîñêîñòü,
ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, àôôèííîé ãåîìåòðèåé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå Pn íåêîòîðóþ ãèïåðïî-
âåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà . Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ' :
Pn ! Pn, ïåðåâîäÿùèå ãèïåðïîâåðõíîñòü  â ñåáÿ (òî åñòü òà-
êèå, ÷òî '() = ), îáðàçóþò ïîäãðóïïó G() â ãðóïïå ïðî-
åêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé GP (Pn). Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò,
îïðåäåëÿåìîé íåêîòîðûì ðåïåðîì [e], ãèïåðïîâåðõíîñòü  èìå-
åò óðàâíåíèå
ax
x = 0 (128)
è ïóñòü [x] 2 . Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ' ñ óðàâíåíèÿìè
y = 'x
 ïåðåâîäèò ãèïåðïîâåðõíîñòü  â ñåáÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èç óñëîâèÿ [x] 2  ñëåäóåò [y] 2 , òî åñòü åñëè èç
ax
x = 0 ñëåäóåò ay
y = 0 èëè
a'

x
'x
 = 0: (129)
Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðïîâåðõíîñòü  ìîæåò áûòü çàäàíà äâóìÿ
óðàâíåíèÿìè âòîðîé ñòåïåíè  óðàâíåíèåì (128) è óðàâíåíè-
153
åì (129). Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. ïðåäëîæåíèå íà ñ. 86), ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü
a'

'

 = a;  2 R: (130)
Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïàG()  GP (Pn) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (130).
Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà Pn ñ ãðóïïîé äâèæåíèé G() íàçû-
âàåòñÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé. Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ñâîé-
ñòâà îáúåêòîâ â Pn, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ èç ãðóïïû G(). Ïðè ýòîì ãèïåðïîâåðõíîñòü  íà-
çûâàåòñÿ àáñîëþòîì ñîîòâåòñòâóþùåé íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè,
à ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå àáñîëþò, íàçûâàþòñÿ äâèæåíè-
ÿìè â ýòîé íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àáñîëþòó ñ êàíî-
íè÷åñêèì óðàâíåíèåì
(x1)2 + : : : + (xn+1)2 = 0; (131)
íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ãåîìåòðèåé èëè ãåîìåòðèåé Ðèìà-
íà. Àáñîëþò (131) íå èìååò âåùåñòâåííûõ òî÷åê. Ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ àáñîëþòîì (131) è ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïîé äâè-
æåíèé íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Óðàâíåíèå (130) äëÿ àáñîëþòà (131) ïðèíèìàåò âèä
'

'

 = ;
ãäå ( )  åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà çà-
äàþòñÿ ìàòðèöàìè A = ('), óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ
AA> = E. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, òî äâèæåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñò-
âà ìîæíî çàäàòü ìàòðèöåé, óäîâëåòðÿþùåé óðàâíåíèþ AA> =
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E, òî åñòü îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Åñëè ïðîåêòèâíîå ïðîñò-
ðàíñòâî Pn ðàññìàòðèâàòü êàê ñôåðó â En+1 ñ îòîæäåñòâëåí-
íûìè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè, òî äâèæåíè-
ÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Pn, èíäóöèðîâàííûå ïîâîðîòàìè (äâèæåíèÿìè) ñôåðû Sn. Òà-
êèì îáðàçîì, ýëëèïòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ  ýòî îáû÷íàÿ ãåîìåò-
ðèÿ ñôåðû, ó êîòîðîé îòîæäåñòâëåíû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíûå òî÷êè.
Íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àáñîëþòó ñ êàíî-
íè÷åñêèì óðàâíåíèåì
(x1)2 + : : : + (xn)2   (xn+1)2 = 0;
íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé èëè ãåîìåòðèåé Ëîáà-
÷åâñêîãî.
Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Pn, ëåæàùèå âíóòðè àáñîëþòà, òî åñòü
òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå (â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)
íåðàâåíñòâó
(x1)2 + : : : + (xn)2   (xn+1)2 < 0;
íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè òî÷êàìè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
Ìíîæåñòâî Hn ñîáñòâåííûõ òî÷åê îáðàçóåò òàê íàçûâàåìîå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èëè ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî.
Ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ÷àñòè ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé ïðîñòðàíñòâà Pn, ëåæàùèå â ïîä-
ìíîæåñòâå Hn, òî åñòü âíóòðè àáñîëþòà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè A è B ïðîñòðàíñòâà Hn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
dist (A;B) =
k
2
j ln(M;N;A;B) j; (132)
ãäå M è N  òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB c àáñîëþòîì ,
(M;N;A;B)  àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå ôîð-
ìóëîé (114), à k  íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
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Çàäà÷à 41. Ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (114), ÷òî åñëè îä-
íà èç òî÷åê A èëè B áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê àáñîëþòó, òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó A è B, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (132) áóäåò íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàòü.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè àáñîëþòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.
Ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà Hn, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå, ïðèíàä-
ëåæàùåé àáñîëþòó, íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè â ñìûñëå Ëîáà-
÷åâñêîãî.
Ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà Hn, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé
âî âíåøíåé îáëàñòè ïî îòíîøåíèþ ê àáñîëþòó, íàçûâàþòñÿ ðàñ-
õîäÿùèìèñÿ.
  
N
M
B
A b
a
b
a
Ðèñ. 51.
Ïîäðîáíåå ñ ãåîìåòðèåé íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ ïî êíèãàì [22], [3], [19].
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1], Ãë. X, XIX; [3], Ãë. 1, 2; [16],
Ëåêöèÿ 28.
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ: [4], 912, 913, 919, 920, 938, 941, 944, 962,
963, 964, 969, 970, 995, 1005, 1006, 1007, 1011, 1012, 1013, 1023,
1042, 1043, 1044, 1883, 1885, 1886.
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